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Αβστραχτ
Βιλατεραλ ολιγοπολψ ισ α στρατεγιχ mαρκετ γαmε ωιτη τωο χοmmοδι−
τιεσ, αλλοωινγ στρατεγιχ βεηαϖιορ ον βοτη σιδεσ οφ τηε mαρκετ. Wηεν
τηε νυmβερ οφ βυψερσ ισ λαργε, συχη α γαmε αππροξιmατεσ α γαmε οφ
θυαντιτψ χοmπετιτιον πλαψεδ βψ σελλερσ. Wε πρεσεντ εξαmπλεσ ωηιχη
σηοω τηατ τηισ ισ νοτ τψπιχαλλψ α Χουρνοτ γαmε. Ρατηερ, ωε ιντροδυχε
αν αλτερνατιϖε γαmε οφ θυαντιτψ χοmπετιτιον (τηε mαρκετ σηαρε γαmε)
ανδ, αππεαλινγ το ρεσυλτσ ιν τηε λιτερατυρε ον χοντεστσ, σηοω τηατ τηισ
ψιελδσ τηε σαmε εθυιλιβρια ασ τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ,
υνδερ στανδαρδ ασσυmπτιονσ ον χοστσ ανδ πρεφερενχεσ. Wε αλσο σηοω
τηατ τηε mαρκετ σηαρε ανδ Χουρνοτ γαmεσ ηαϖε τηε σαmε εθυιλιβρια ιφ
ανδ ονλψ ιφ τηε πριχε ελαστιχιτψ οφ τηε λαττερ ισ ονε. Τηεσε ρεσυλτσ λεαδ
το νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ χονδιτιονσ φορ τηε Χουρνοτ γαmε το βε α
γοοδ αππροξιmατιον το βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ ανδ το αν
ορδερινγ οφ τοταλ ουτπυτ ωηεν τηεψ αρε νοτ σατισεδ.
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1 Ιντροδυχτιον
Ιν τηισ παπερ ωε ινϖεστιγατε θυαντιτψ χοmπετιτιον ιν α mαρκετ ωιτη φεω σελλερσ
ανδ mανψ βυψερσ, βυτ ιν ωηιχη πριχε−τακινγ βεηαϖιορ ισ νοτ ιmποσεδ ον τηε
λαττερ βψ ατ. Wε mοδελ τηε ιντεραχτιονσ τηισ γιϖεσ ρισε το ασ α γαmε οφ
βιλατεραλ ολιγοπολψ. Τηισ ισ α στρατεγιχ mαρκετ γαmε ωιτη τωο χοmmοδιτιεσ:
α χονσυmπτιον γοοδ ασ ωελλ ασ χοmmοδιτψ mονεψ, ιν ωηιχη βοτη βυψερσ ανδ
σελλερσ αρε ασσυmεδ το αχτ στρατεγιχαλλψ. Wηεν τηε σετ οφ βυψερσ βεχοmεσ
λαργε, ωε mιγητ εξπεχτ τηειρ ινδιϖιδυαλ χηοιχεσ το αππροαχη πριχε−τακινγ
βεηαϖιορ ανδ, ιφ τηε νυmβερ οφ σελλερσ ρεmαινσ σmαλλ, τηισ ωιλλ λεαδ το α γαmε
οφ θυαντιτψ χοmπετιτιον. Τηε θυεστιον τηεν αρισεσ: ωηατ ισ τηε νατυρε οφ
τηισ θυαντιτψ χοmπετιτιον?
Wε σηοω βψ εξαmπλε τηατ, ωηιλστ τηερε αρε τψπεσ οφ βυψερ πρεφερενχεσ φορ
ωηιχη τηε ανσωερ το τηισ θυεστιον ισ τηε Χουρνοτ γαmε [5], τηισ ωιλλ νοτ βε
τρυε ιν γενεραλ. Τηισ ραισεσ αδδιτιοναλ θυεστιονσ: υνδερ ωηατ χιρχυmστανχεσ
ισ Χουρνοτ εθυιλιβριυm α γοοδ αππροξιmατιον το βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη
mανψ βυψερσ ανδ, ωηεν ιτ ισ νοτ, ωηατ ισ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν Χουρνοτ
εθυιλιβριυm ανδ τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ εθυιλιβρια ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ?
Ατ τηε ηεαρτ οφ τηε ανσωερσ ωε ο¤ερ το τηεσε θυεστιονσ ισ α mοδελ οφ
θυαντιτψ χοmπετιτιον ωηιχη ισ α ϖαριαντ οφ τηε Χουρνοτ γαmε. Τηε λαττερ
ιmπλιχιτλψ ασσυmεσ τηε εξιστενχε οφ α mεχηανισm, ωηιχη ωε λαβελ αν αυχτιον−
εερ, το ενσυρε mαρκετσ χλεαρ ονχε σελλερσ ηαϖε χοmmιττεδ το τηειρ θυαντιτψ
δεχισιονσ ανδ ιτ ωιλλ προϖε χονϖενιεντ το mοδελ τηισ ασ α τωο−σταγε γαmε ιν
ωηιχη σελλερσ χηοοσε θυαντιτιεσ ιν τηε ρστ σταγε ανδ τηε αυχτιονεερ, ϖιεωεδ
ασ α πλαψερ, mοϖεσ ιν τηε σεχονδ σταγε. Wε συπποσε τηατ τηε αυχτιονεερ
χηοοσεσ αγγρεγατε ρεϖενυε Ρ ανδ ηασ α παψο¤ φυνχτιον ωηιχη, γιϖεν αγ−
γρεγατε ουτπυτ οφ σελλερσ Ξ, ισ mαξιmιζεδ ωηεν τηε ρεϖενυε ραισεδ ατ τηε
mαρκετ−χλεαρινγ πριχε ωηεν ουτπυτ ισ Ξ ισ εξαχτλψ εθυαλ το Ρ. Τηε ρστ
σταγε οφ τηισ σεθυεντιαλ γαmε ισ α χονϖεντιοναλ Χουρνοτ γαmε ανδ ιτσ συβ−
γαmε περφεχτ εθυιλιβριυm ισ ουτπυτ−εθυιϖαλεντ το τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm.
Ουρ αλτερνατιϖε mοδελ ισ δεριϖεδ φροm τηισ γαmε βψ ρεϖερσινγ τηε τιmινγ οφ
αυχτιονεερ ανδ σελλερσ.
Τηισ ψιελδσ α mαρκετ σηαρινγ γαmε ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ χηοοσεσ ρεϖ−
ενυε ατ τηε ρστ σταγε ανδ σελλερσ χηοοσε θυαντιτιεσ ιν τηε σεχονδ; στρατεγψ
σπαχεσ ανδ παψο¤σ αρε υνχηανγεδ. Αππεαλινγ το σοmε ρεσυλτσ ιν τηε λιτερα−
τυρε ον τηε τηεορψ οφ χοντεστσ, ωε σηοω τηατ, ιφ σελλερσ χοστσ αρε ινχρεασινγ
ανδ χονϖεξ ανδ δεmανδ ισ δεχρεασινγ ανδ ηασ α χηοκε−ο¤ πριχε τηατ ισ νοτ
τοο λοω, τηε mαρκετ σηαρε γαmε ωιλλ ηαϖε α υνιθυε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm.
(Wε αλσο χονσιδερ τηε ποσσιβιλιτψ τηατ τηε αυχτιονεερ πλαψσ σιmυλτανεουσλψ
ωιτη τηε σελλερσ ιν α σινγλε σταγε γαmε ανδ σηοω τηατ τηε ουτπυτσ οφ σελλερσ
ιν τηε Ναση εθυιλιβριυm οφ τηισ γαmε χοινχιδε ωιτη τηοσε ον τηε εθυιλιβριυm
πατη οφ τηε mαρκετ σηαρε γαmε.) Wηεν τηε σετ οφ βυψερσ ισ mαδε λαργε βψ
ρεπλιχατινγ α νιτε σετ οφ τψπεσ ωηιλστ προπορτιονατελψ ρεδυχινγ τηε ωειγητ
οφ εαχη βυψερ, βιλατεραλ ολιγοπολψ χαν βε ρεχαστ ιν α φορm τηατ ρεσεmβλεσ τηε
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mαρκετ σηαρε γαmε. Τηισ οβσερϖατιον χαν βε υσεδ το σηοω τηατ ουτχοmεσ
ιν τηε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ αππροαχη τηοσε οφ τηε
mαρκετ σηαρε γαmε. Φυρτηερmορε, βυψερσ βεηαϖε ασ πριχε τακερσ φαχινγ τηε
εθυιλιβριυm στρατεγιχ πριχε.
Wε χαν υσε τηεσε οβσερϖατιονσ το ινϖεστιγατε τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν
τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ανδ τηε Χουρνοτ γαmε, σινχε
τηε φορmερ αππροαχηεσ τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Wηιλστ mαρκετσ χλεαρ ιν
βοτη τηε mαρκετ σηαρε ανδ Χουρνοτ γαmεσ, τηε χηοιχεσ οφ σελλερσ ον τηε
εθυιλιβριυm πατη οφ τηε συβγαmε περφεχτ εθυιλιβρια υνδερ τηε τωο τιmινγ
στρυχτυρεσ mαψ δι¤ερ. Ιφ τηε Χουρνοτ γαmε ηασ αν εθυιλιβριυm ατ ωηιχη
τηε ελαστιχιτψ οφ δεmανδ ισ υνιτψ, τηεν τηε πριχε ανδ προλε οφ ουτπυτσ αρε
σηοων το βε εξαχτλψ τηε σαmε ιν τηισ εθυιλιβριυm ασ ιν τηε νον−αυταρκιχ
εθυιλιβριυm οφ τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Υνδερ τηισ συπποσιτιον, τηε mανψ−
βυψερ λιmιτ οφ νον−αυταρκιχ εθυιλιβρια ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ αγρεεσ ιν πριχε
ανδ ουτπυτσ ωιτη Χουρνοτ ολιγοπολψ. Ηοωεϖερ, ιφ τηε Χουρνοτ γαmε ηασ
αν εθυιλιβριυm ατ ωηιχη δεmανδ ελαστιχιτψ εξχεεδσ ονε, αγγρεγατε ουτπυτ ιν
τηε λαττερ εθυιλιβριυm ωιλλ εξχεεδ τηε αγγρεγατε ουτπυτ ιν τηε mαρκετ σηαρε
γαmε. Wηεν τηε ελαστιχιτψ ισ λεσσ τηαν ονε, τηισ ορδερινγ ισ ρεϖερσεδ.
Τηεσε ρεσυλτσ γενεραλιζε τηε οβσερϖατιονσ οφ Χοδογνατο [2], ανδ ηιγηλιγητ
τωο ινσιγητσ. Φιρστλψ, ϕυστ ασ Κρεπσ ανδ Σχηεινκmαν [11] δεmονστρατεδ τηατ
τηε γαmε φορm ιν Βερτρανδ χοmπετιτιον mαττερσ, ωε σηοω τηε σαmε το βε
τρυε ιν Χουρνοτ χοmπετιτιον. Ασ συχη, τηε στρυχτυρε οφ τηε mαρκετ σηουλδ βε
χονσιδερεδ βεφορε αναλψσισ ◊ λα Χουρνοτ ισ αππλιεδ. Φορ, ιmπλιχιτ ιν Χουρνοτσ
δενιτιον ισ τηατ σελλερσ χοmmιτ το τηειρ συππλψ δεχισιονσ βεφορε δεχισιονσ βψ
τηε δεmανδ σιδε (ρεπρεσεντεδ βψ τηε αυχτιονεερ) βεχοmε κνοων. Ιφ τηισ ισ
νοτ σατισεδ, ουρ ρεσυλτσ σηοω τηατ ουτχοmεσ αρε δι¤ερεντ, ανδ ωε προϖιδε
αν αππροπριατε mοδελ − τηε mαρκετ σηαρε γαmε − το αναλψζε συχη mαρκετ
ενϖιρονmεντσ. Μορεοϖερ, τηε mαρκετ σηαρε γαmε ηασ α στρατεγιχ φουνδατιον
ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ.
Σεχονδλψ, τηε νον−χονϖεργενχε οφ φυλλψ στρατεγιχ (βιλατεραλ ολιγοπολψ) εθυι−
λιβρια το Χουρνοτ εθυιλιβρια ισ α γενεραλ πηενοmενον: ονλψ ιν ϖερψ σπεχιχ
χιρχυmστανχεσ δοεσ χονϖεργενχε οχχυρ. Ασ συχη, βιλατεραλ ολιγοπολψ ισ νοτ αν
αππροπριατε mοδελ το προϖιδε α στρατεγιχ φουνδατιον φορ Χουρνοτ χοmπετι−
τιον, ανδ τηε αναλψσισ φυρτηερσ ουρ κνοωλεδγε περταινινγ το τηε ρελατιονσηιπ
βετωεεν mοδελσ ωιτη φεω σελλερσ ανδ mανψ βυψερσ ωιτηουτ πριχε−τακινγ πρε−
συmπτιονσ, ανδ Χουρνοτ χοmπετιτιον.
Γενεραλ στρατεγιχ mαρκετ γαmεσ ωερε οριγιναλλψ ιντροδυχεδ βψ Σηαπλεψ
ανδ Σηυβικ (σεε, φορ εξαmπλε, [15]), ανδ συβσεθυεντλψ στυδιεδ εξτενσιϖελψ
(σεε Dυβεψ [7] ορ Γιραυδ [10] φορ χοmπρεηενσιϖε ρεϖιεωσ). Τηε mοδελ ωε
υσε ισ α σπεχιαλιζατιον οφ τηεσε mυλτιπλε−χοmmοδιτψ φραmεωορκσ το α mαρκετ
φορ α σινγλε χονσυmπτιον χοmmοδιτψ ωιτη τραδε ιν α χοmmοδιτψ mονεψ, ρστ
στυδιεδ βψ Γαβσζεωιχζ ανδ Μιχηελ [8]. Τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν εθυιλιβ−
ρια ιν στρατεγιχ mαρκετ γαmεσ ανδ Wαλρασιαν εθυιλιβρια ωιτη mανψ αγεντσ
ον βοτη σιδεσ οφ τηε mαρκετ ηασ σεεν mυχη αττεντιον ανδ ισ ωελλ υνδερ−
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στοοδ (σεε Μασ−Χολελλ [12] φορ α ρεϖιεω). Ηοωεϖερ, τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν
βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ βυτ φεω σελλερσ ανδ Χουρνοτ χοmπετι−
τιον (ορ mορε γενεραλλψ βετωεεν στρατεγιχ mαρκετ γαmεσ ανδ γενεραλ εθυι−
λιβριυm mοδελσ οφ Χουρνοτ χοmπετιτιον δισχυσσεδ βψ Γαβσζεωιχζ ανδ ςιαλ
[9]) ισ λεσσ ωελλ εξπλορεδ. Τηερε αρε φεω ρεχεντ εξχεπτιονσ το τηισ: Χοδογ−
νατο [2] προϖιδεσ τωο εξαmπλεσ δεmονστρατινγ χονϖεργενχε ιν ονε χασε, ανδ
νον−χονϖεργενχε ιν τηε οτηερ, οφ ουτχοmεσ ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ το Χουρνοτ
ουτχοmεσ ασ τηε νυmβερ οφ βυψερσ ινχρεασεσ βψ ρεπλιχατιον. Βυσεττο, Χοδογ−
νατο ανδ Γηοσαλ [1] αλσο ηιγηλιγητ τηισ νον−εθυιϖαλενχε ιν α mοδελ ωιτη α
χοντινυυm οφ αγεντσ ωιτη σοmε ατοmσ (τηε ολιγοπολιστσ), ανδ προχεεδ βψ χον−
σιδερινγ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν α τωο−σταγε ρεσπεχιχατιον οφ τηε στρατεγιχ
mαρκετ γαmε ανδ Χουρνοτσ mοδελ. Wε χοντριβυτε το τηισ λιτερατυρε βψ
ιδεντιφψινγ α γαmε τηατ ισ τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ανδ
δεϖελοπ νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη ουτχοmεσ ιν τηισ
mοδελ οφ θυαντιτψ χοmπετιτιον ωιλλ βε εθυαλ το τηοσε ιν Χουρνοτ ολιγοπολψ.
Ουρ αναλψσισ οφ θυαντιτψ χοmπετιτιον ανδ χοmπαρισον βετωεεν mοδελσ ισ
mαδε ποσσιβλε βψ εξπλοιτινγ τηε αγγρεγατιϖε προπερτιεσ οφ τηε γαmεσ ωε χον−
σιδερ. Αγγρεγατιϖενεσσ ιν γαmεσ ωασ οριγιναλλψ ρεχογνιζεδ ανδ εξπλοιτεδ βψ
Σελτεν [14]. Τηε mετηοδ ωασ εmπλοψεδ βψ Νοϖσηεκ [13] ιν προϖινγ εξιστενχε
οφ εθυιλιβριυm ιν Χουρνοτ χοmπετιτιον, ανδ ιτ ηασ βεεν συχχεσσφυλλψ υσεδ ιν
τηε στυδψ οφ χοντεστσ (σεε, φορ εξαmπλε, Χορνεσ ανδ Ηαρτλεψ [3], Στειν [16]
ανδ Σζιδαροϖσκψ ανδ Οκυγυχηι [17]), τηε ρεσυλτσ φροm ωηιχη ωε αππλψ δι−
ρεχτλψ ιν σοmε οφ ουρ αναλψσισ. Dιχκσον ανδ Ηαρτλεψ [6] εξτενδεδ τηε ιδεασ
βεηινδ τηε αναλψσισ οφ τηεσε γαmεσ ωιτη α σινγλε αγγρεγατε το στυδψ βιλατεραλ
ολιγοπολψ υσινγ αν εξτενσιον οφ τηε mετηοδολογψ. Τηε χυρρεντ παπερ βυιλδσ
ον τηισ βψ χοmπρεηενσιϖελψ ινϖεστιγατινγ τηε νατυρε οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ
ωηεν τηε νυmβερ οφ τραδερσ ον ονλψ ονε σιδε οφ τηε mαρκετ βεχοmεσ λαργε.
Τηε ρεστ οφ τηε παπερ ισ στρυχτυρεδ ασ φολλοωσ. Ιν τηε νεξτ σεχτιον ωε
πρεσεντ τηε mοδελ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη ρεπλιχατεδ βυψερ τψπεσ ανδ
αναλψζε τηε mανψ−βυψερ λιmιτ ιν τωο εξαmπλεσ. Ιν ονε, εθυιλιβρια αππροαχη
τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm, βυτ ιν τηε οτηερ τηισ ισ τψπιχαλλψ νοτ τηε χασε.
Ιν Σεχτιον 3, ωε φορmυλατε τηε mαρκετ σηαρε γαmε ανδ πρεσεντ χονδιτιονσ
υνδερ ωηιχη ιτ ηασ α υνιθυε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm. Ιν Σεχτιον 4, ωε
ινϖεστιγατε χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ εθυιλιβρια ιν
βιλατεραλ ολιγοπολψ ισ τηε σαmε ασ τηατ οφ τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Χοmβινινγ
τηεσε ρεσυλτσ ιν Σεχτιον 5, ωε σηοω τηατ υνιτ ελαστιχιτψ οφ δεmανδ ατ τηε
Χουρνοτ εθυιλιβριυm ισ νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ φορ τηισ εθυιλιβριυm το βε α
γοοδ αππροξιmατιον το τηατ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη mανψ πλαψερσ. Wε
αλσο στυδψ τηε ορδερινγ οφ αγγρεγατε ουτπυτ ιν Χουρνοτ ανδ (λιmιτ) βιλατεραλ
ολιγοπολψ γαmεσ ωηεν εθυιλιβριυm ελαστιχιτψ δι¤ερσ φροm ονε. Σεχτιον 6
χονχλυδεσ ανδ σοmε προοφσ οmιττεδ φροm τηε mαιν εξποσιτιον αρε χολλεχτεδ
ιν αν αππενδιξ.
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2 Βιλατεραλ Ολιγοπολψ
Ιν τηισ σεχτιον, ωε ουτλινε α ϖαριαντ οφ τηε mοδελ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ιν−
τροδυχεδ βψ Γαβσζεωιχζ ανδ Μιχηελ [8]. Τηισ mοδελ, ωηιχη ισ α σπεχιαλιζεδ
στρατεγιχ mαρκετ γαmε ιν τηε Σηαπλεψ−Σηυβικ ϖειν [15], περmιτσ στρατεγιχ
βεηαϖιορ ον εαχη σιδε οφ α mαρκετ ιν ωηιχη σιγναλσ αρε θυαντιτψ−βασεδ.
Τηερε ισ ονε χονσυmπτιον χοmmοδιτψ, ασ ωελλ ασ χοmmοδιτψ mονεψ, ανδ
τωο σετσ οφ αγεντσ: σελλερσ ανδ βυψερσ. Σινχε ωε ωιλλ βε ιντερεστεδ ιν εθυιλιβ−
ρια οφ γαmεσ ωιτη mανψ βυψερσ, ωε χονσιδερ α σεθυενχε οφ εχονοmιεσ, ωηιχη
ωε δενοτε Εm φορ m = 1; 2; 3; : : :. Αλλ εχονοmιεσ σηαρε τηε σαmε σετ οφ σελλ−
ερσ: α σετ ΙΣ = φ1; : : : ; νγ, ωιτη ατ λεαστ τωο mεmβερσ. Τηε σετ οφ βυψερσ ισ
φορmεδ βψ ρεπλιχατιον οφ α νιτε, νον−εmπτψ σετ οφ τψπεσ ΙΒ. Ιν Εm, τηερε
αρε m ρεπλιχασ οφ εαχη βυψερ, σο τηε βυψερ σετ ισ ΙΒm = ΙΒφ1; : : : ;mγ. Το
αϖοιδ λιmιτινγ εθυιλιβριυm πριχεσ βεχοmινγ ιννιτε, ωε ωιλλ γιϖε εαχη βυψερ
α ωειγητ οφ 1=m (ανδ σελλερσ υνιτ ωειγητ). Ιφ ΙΒ ισ α σινγλετον, ωε χονσιδερ
ονλψ ϖαλυεσ οφ m εξχεεδινγ 2.
Wε συπποσε τηατ εαχη σελλερ ι ισ ενδοωεδ ονλψ ωιτη α προδυχτιον τεχη−
νολογψ τηατ χαν συππλψ ξ ( 0) υνιτσ οφ τηε χονσυmπτιον γοοδ ατ α χοστ
Χι (ξ), δενοmινατεδ ιν τερmσ οφ χοmmοδιτψ mονεψ. Α βυψερ οφ τψπε ι
ισ ενδοωεδ ονλψ ωιτη ει > 0 υνιτσ οφ mονεψ ανδ χαν πλαχε α mονεψ βιδ
β 2 [0; ει]. Τηε mαρκετ αγγρεγατεσ συππλψ το Ξ =
Π
ϕ2ΙΣ ξϕ ανδ mονεψ βιδσ
το Β =
Π
ϕ2ΙΒm βϕ=m ανδ δετερmινεσ τηε στρατεγιχ (mαρκετ χλεαρινγ) πριχε ασ
π = Β=Ξ (σο λονγ ασ1 Β;Ξ > 0). Α σελλερ ωηο συππλιεσ ξ ρεχειϖεσ ρεϖενυε
ξπ ανδ εϖαλυατεσ συππλψ χηοιχεσ αχχορδινγ το τηε παψο¤ φυνχτιον:
ξπ  Χι (ξ) =
ξ
Ξ
Β   Χι (ξ) . (1)
Νοτε τηατ σελλερ ι ρεχειϖεσ α σηαρε οφ τοταλ ρεϖενυε προπορτιοναλ το ιτσ συππλψ;
α φαχτ ωε εξπλοιτ ιν τηε σεθυελ. Σιmιλαρλψ, βυψερσ ρεχειϖε α σηαρε οφ τοταλ
ουτπυτ οφ τηε γοοδ προπορτιοναλ το τηειρ βιδ. Αφτερ τραδινγ α τψπιχαλ βυψερ
ηασ β=π υνιτσ οφ τηε γοοδ ανδ ισ λεφτ ωιτη ει  β υνιτσ οφ mονεψ. Wε ασσυmε
τηε πρεφερενχεσ οφ βυψερσ αρε ρεπρεσενταβλε βψ α υτιλιτψ φυνχτιον, υι, σο τψπε
ι 2 ΙΒ ρεχειϖεσ παψο¤
υι

β
Β
Ξ; ει   β

.
Wε στυδψ πυρε−στρατεγψ Ναση εθυιλιβρια οφ τηεσε γαmεσ ανδ οβσερϖε τηατ
τηερε ισ αλωαψσ α νο−τραδε εθυιλιβριυm ιν ωηιχη ξι = 0 φορ αλλ ι 2 Ι
Σ ανδ
βι = 0 φορ αλλ ι 2 Ι
Β. Wε τηερεφορε φοχυσ ον νον−αυταρκιχ εθυιλιβρια2 ιν
ωηιχη Β;Ξ > 0 ανδ, ιν παρτιχυλαρ, στυδψ τηε λιmιτ οφ τηεσε εθυιλιβρια ασ
1 Ιφ ειτηερ Β ορ Ξ αρε ζερο, τηε mαρκετ ισ δεεmεδ χλοσεδ ανδ νο τραδε τακεσ πλαχε.
2Υνδερ τηε ασσυmπτιονσ ον χοστ φυνχτιονσ ανδ πρεφερενχεσ ωε ιντροδυχε λατερ, τηερε ισ
α υνιθυε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm ιν ωηιχη βυψερσ οφ τηε σαmε τψπε mακε τηε σαmε βιδσ.
Wε τηερεφορε λοοσελψ ρεφερ το βεηαϖιορ οφ τψπεσ οφ βυψερσ, mεανινγ τηε χοmmον χηοιχε οφ
αλλ βυψερσ οφ τηατ τψπε.
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m ! 1. Ιτ ισ ινστρυχτιϖε το χοmπαρε τηισ λιmιτ ωιτη Χουρνοτ εθυιλιβρια ιν
ωηιχη χοmπετιτιϖε δεmανδ ισ τηε αγγρεγατε δεmανδ οφ βυψερσ ιν ΙΒ, αχτινγ
ασ πριχε−τακερσ. Wε χοmmενχε ωιτη τωο εξαmπλεσ; τηε ρστ πρεσεντσ αν
αδαπτατιον οφ α ρεσυλτ οφ Χοδογνατο [2] το ουρ φραmεωορκ.
Εξαmπλε 1 Συπποσε τηερε αρε τωο σελλερσ ωιτη ιδεντιχαλ θυαδρατιχ χοστσ
γιϖεν βψ 1
2
ξ2 + ξ,3 ανδ ονε βυψερ τψπε ωιτη α υνιτ ενδοωmεντ οφ mονεψ
ανδ πρεφερενχεσ γιϖεν βψ υ (ψ1; ψ2) = ψ

1 ψ
1 
2 , ωηερε 0 <  < 1. Χοmπετιτιϖε
ινϖερσε δεmανδ ισ π (Ξ) = =Ξ ανδ τηερε ισ α υνιθυε4 Χουρνοτ εθυιλιβριυm
ιν ωηιχη αγγρεγατε συππλψ ισ
∼ΞΧ =   +
π
2 + :
Ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ τηε ρστ−ορδερ χονδιτιονσ χαν βε υσεδ το ϖεριφψ τηατ,
φορ m  2, τηερε ισ α νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ Εm ιν ωηιχη τηε ωειγητεδ
αγγρεγατε βιδ ισ
∼Βm =
m  
m  
ανδ τηε αγγρεγατε ο¤ερ ισ
∼Ξm =   +
θ
2 + ∼Βm.
Α ρεσυλτ ιν [6] (Τηεορεm 5.3) χαν βε υσεδ το σηοω τηατ τηισ ισ τηε υνιθυε
νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ Εm.
Ασ m ! 1, ∼Βm !  ανδ ∼Ξm ! ∼ΞΧ. Ιτ χαν αλσο βε χηεχκεδ τηατ
∼Βm= ∼Ξm χονϖεργεσ το τηε mαρκετ πριχε ιν τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm ανδ βυψ−
ερσ εθυιλιβριυm χονσυmπτιον αππροαχηεσ πριχε−τακινγ λεϖελσ ατ τηισ πριχε.
Ιν τηισ εξαmπλε, mαρκετ ουτχοmεσ ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ αππροαχη τηε
ουτχοmε ατ τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm ιν τηε mανψ−βυψερ λιmιτ. Ινδεεδ, ιτ ισ
στραιγητφορωαρδ το ϖεριφψ τηατ τηισ εξτενδσ το ανψ σετ οφ βυψερ τψπεσ ωιτη
Χοββ−Dουγλασ πρεφερενχεσ ανδ τηατ σψmmετρψ αmονγστ σελλερσ ισ ινεσσεν−
τιαλ. Ηοωεϖερ, τηε νεξτ εξαmπλε σηοωσ τηατ Χοββ−Dουγλασ πρεφερενχεσ αρε
ωορκινγ παρτιχυλαρλψ ηαρδ το γιϖε υσ τηισ χονχλυσιον.
Εξαmπλε 2 Συπποσε τηερε αρε τωο σελλερσ ωιτη ιδεντιχαλ θυαδρατιχ χοστσ
γιϖεν βψ 1
2
ξ2 + ξ, ανδ ονε βυψερ τψπε ωιτη α υνιτ ενδοωmεντ οφ mονεψ
ανδ θυαδρατιχ πρεφερενχεσ γιϖεν βψ υ (ψ1; ψ2) = ψ1 
1
2
ψ21 + ψ2, ωηερε  > .
3Αδδιτιοναλλψ, σινχε ωε αλλοω φορ  < 0 ωε σηουλδ ιmποσε τηατ mαργιναλ χοστσ αρε
ποσιτιϖε αλονγ βεστ ρεσπονσε φυνχτιονσ. Φορ βρεϖιτψ, ωε οmιτ τηε δεταιλσ οφ τηε παραmετερ
ρεστριχτιονσ τηατ γυαραντεε τηισ, βυτ νοτε τηατ ιν τηισ ανδ τηε φολλοωινγ εξαmπλε τηερε ισ
α νον−εmπτψ σετ οφ παραmετερσ τηατ δο ινδεεδ σατισφψ τηισ ρεστριχτιον.
4Τηισ εξαmπλε σατισεσ τηε υνιθυενεσσ χονδιτιονσ οφ Σζιδαροϖσκψ ανδ Ψακοωιτζ [18].
6
Ιν τηισ χασε, χοmπετιτιϖε ινϖερσε δεmανδ ισ π (Ξ) = mαξ φ  Ξ; 0γ ανδ
εθυιλιβριυm συππλψ ατ τηε υνιθυε5 Χουρνοτ εθυιλιβριυm ισ
∼ΞΧ =
   
2
.
Ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ, τηε υνιθυενεσσ τηεορεm ιν [6] χαν βε αππλιεδ αγαιν
το χονχλυδε τηατ τηερε ισ α υνιθυε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ Εm φορ αλλ
λαργε ενουγη m, ιν ωηιχη τηε αγγρεγατε ο¤ερ ισ
∼Ξm =
(m  1)   2m
2m  1
ανδ τηε αγγρεγατε βιδ ισ
∼Βm =
m  1
m
∼Ξm

   ∼Ξm

.
Νοτε τηατ
λιm
m!1
∼Ξm =
   2
2
.
ανδ τηισ λιmιτ δι¤ερσ φροm ∼ΞΧ εξχεπτ ωηεν  = 0. Α φρυιτφυλ ωαψ οφ δισπλαψ−
ινγ τηισ οβσερϖατιον ισ το νοτε τηατ τηε πριχε ελαστιχιτψ οφ χοmπετιτιϖε δεmανδ
ατ τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm, 

∼ΞΧ

, σατισεσ
σιγν
ν


∼ΞΧ

  1
ο
= σιγν φγ .
Ιτ φολλοωσ τηατ τηε λιmιτινγ αγγρεγατε ο¤ερ ισ εθυαλ το ∼ΞΧ ιφ ανδ ονλψ ιφ


∼ΞΧ

= 1. Ιφ τηισ ηολδσ, ωε χαν αλσο ϖεριφψ χονϖεργενχε οφ βυψερσ χον−
συmπτιον ανδ τηε mαρκετ πριχε το Χουρνοτ εθυιλιβριυm ϖαλυεσ. Οτηερωισε,
∼ΞΧ > (<) λιmm!1 ∼Ξ
m ιφ ανδ ονλψ ιφ 

∼ΞΧ

> (<) 1.
Ιν τηε σεχονδ εξαmπλε, χονϖεργενχε το Χουρνοτ εθυιλιβριυm ισ εξχεπ−
τιοναλ ανδ τηισ συγγεστσ τηατ τηερε mαψ βε αν αλτερνατιϖε θυαντιτψ χοmπε−
τιτιον γαmε πλαψεδ βψ σελλερσ τηατ βεττερ ρεπρεσεντσ βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη
mανψ βυψερσ. Ιν τηε νεξτ τωο σεχτιονσ, ωε δεσχριβε ανδ αναλψζε συχη α
γαmε (τηε mαρκετ σηαρε γαmε) ανδ τηεν δισχυσσ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν
ιτσ εθυιλιβριυm ανδ τηε λιmιτσ οφ τηε εθυιλιβρια οφ τηε σεθυενχε οφ βιλατεραλ
ολιγοπολψ γαmεσ.
5Wηιλστ τηισ εξαmπλε δοεσ νοτ σατισφψ τηε χονδιτιονσ οφ Σζιδαροϖσκψ ανδ Ψακοωιτζ [18],
ωεακερ χονδιτιονσ τηατ ενχοmπασσ ουρ εξαmπλε αρε σηοων ιν σεχτιον 4.2 οφ ςιϖεσ [19] το
γιϖε ρισε το α υνιθυε εθυιλιβριυm.
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3 Τηε mαρκετ σηαρε γαmε
Ιν τηισ σεχτιον, ωε ιντροδυχε α θυαντιτψ−χοmπετιτιον γαmε πλαψεδ βψ προτ−
mαξιmιζινγ σελλερσ ιν ωηιχη βυψερσ αρε ασσυmεδ το βε πριχε τακερσ. Ιτ ωιλλ
βε χονϖενιεντ το ϖιεω τηισ γαmε ασ α ϖαριατιον οφ Χουρνοτ ολιγοπολψ ανδ ωε
σταρτ βψ χαστινγ τηε λαττερ ασ α τωο−σταγε γαmε, δενοτεδ Γ+. Ιν τηε ρστ
σταγε οφ Γ+, εαχη σελλερ ι 2 ΙΣ χηοοσεσ ουτπυτ ξι ανδ τηισ δετερmινεσ τοταλ
ουτπυτ Ξ =
Π
ϕ2ΙΣ ξϕ . Ιν τηε σεχονδ σταγε, αν αυχτιονεερ σετσ α πριχε το
χλεαρ τηε mαρκετ. Νοτε τηατ σεττινγ α πριχε ιν τηισ γαmε ισ εθυιϖαλεντ το
χηοοσινγ τηε τοταλ ρεϖενυε ρεχειϖεδ βψ σελλερσ, ωηιχη ωριτε Ρ. Τηε ρεϖενυε
οφ σελλερ ι ισ εθυαλ το α σηαρε ξι=Ξ οφ Ρ. Wε χαν ϖιεω τηε αυχτιονεερ ασ
α πλαψερ ωηοσε παψο¤ ισ mαξιmιζεδ ιφ ανδ ονλψ ιφ Ρ ισ εθυαλ το τηε ρεϖενυε
ρεχειϖεδ φροm βυψερσ ωηεν πριχε ισ χηοσεν σο τηατ αγγρεγατε δεmανδ ισ Ξ
(ι.ε. συχη τηατ τηε mαρκετ χλεαρσ).
Τηε mαρκετ σηαρε γαmε, δενοτεδ Γ , ισ οβταινεδ σιmπλψ βψ χηανγινγ
τηε ορδερ οφ τηε σταγεσ σο τηατ τηε αυχτιονεερ χηοοσεσ Ρ ιν τηε ρστ σταγε.
Ιν τηε σεχονδ σταγε, σελλερσ χοmπετε φορ α σηαρε οφ τηισ ρεϖενυε βψ χηοοσινγ
ουτπυτσ σιmυλτανεουσλψ. Φορmαλλψ, τηε σεχονδ σταγε γαmε τακεσ τηε φορm
οφ α Τυλλοχκ χοντεστ ωιτη, ιν γενεραλ, νον−λινεαρ χοστσ. Wε αλσο δισχυσσ τηε
σινγλε−σταγε γαmε Γ0 ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ mοϖεσ ατ τηε σαmε τιmε ασ τηε
σελλερσ.
Σελλερ ι 2 ΙΣ ιν αλλ τηρεε γαmεσ ηασ στρατεγψ σετ φξι : ξι  0γ ανδ παψο¤
εθυαλ το ιτσ προτ φυνχτιον ι, ωηερε
ι(ξ1; : : : ; ξν) =
ξι
Ξ
Ρ  Χι (ξι) (2)
ιφ ξι 6= 0 ανδ ι = 0 ιφ ξι = 0. Χι, τηε χοστ φυνχτιον οφ σελλερ ι, ισ ασσυmεδ
το βε σmοοτη, ινχρεασινγ ανδ εξηιβιτ νον−ινχρεασινγ ρετυρνσ.
Ασσυmπτιον Α1 Φορ αλλ ι 2 ΙΣ, τηε χοστ φυνχτιον Χι ισ χονϖεξ, χοντινυ−
ουσλψ δι¤ερεντιαβλε ανδ σατισεσ Χι(0) = 0 ανδ Χ
0
ι(ξι)  0 φορ ξι  0 ωιτη
στριχτ ινεθυαλιτψ ιφ ξι > 0.
Wηερε αππροπριατε, ωε ιντερπρετ Χ 0ι (0) ασ α ονε−σιδεδ δεριϖατιϖε.
Πασσιϖε βυψερ βεηαϖιορ ισ χαπτυρεδ βψ τηε ινϖερσε δεmανδ φυνχτιον π (),
ωηιχη ισ δεχρεασινγ ωηερε ποσιτιϖε, αππροαχηεσ ορ ισ εθυαλ το 0 φορ λαργε Ξ
ανδ δοεσ νοτ ϖανιση.
Ασσυmπτιον Α2 Ινϖερσε δεmανδ π, δενεδ φορ Ξ > 0 ισ χοντινυουσ,
στριχτλψ δεχρεασινγ ωηερε ποσιτιϖε ανδ σατισεσ
ινφ
Ξ>0
π (Ξ) = 0 < συπ
Ξ>0
π (Ξ) .
Τηε αυχτιονεερ ηασ στρατεγψ σετ φΡ : Ρ  0γ ανδ α παψο¤ φυνχτιον  (Ξ;Ρ)
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τηατ ινχεντιϖιζεσ τηε ρολε οφ mαρκετ χλεαρινγ:
 (Ξ;Ρ)
8<
:
= 0 ιφ Ξ > 0 ανδ Ρ = Ξπ+ (Ξ) ,
= 0 ιφ Ξ = 0 ανδ Ρ = 0, ανδ
< 0 οτηερωισε.
(3)
Ιν Γ+, ωε σεεκ α συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm ανδ νοτε τηατ, ιν ανψ
σεχονδ−σταγε συβγαmε οφ Γ+ ιν ωηιχη τηε αγγρεγατε ουτπυτ ιν τηε ρστ σταγε
ισΞ, τηε αυχτιονεερ mαξιmιζεσ παψο¤ βψ χηοοσινγ Ρ = Ξπ (Ξ). Τηισ mεανσ
τηατ τηε παψο¤ οφ σελλερ ι ιν τηε ρστ σταγε ισ σεεν ασ ξιπ (Ξ)   Χι (ξι) ανδ
σηοωσ τηατ τηε στρατεγψ προλε οφ σελλερσ ιν α συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm ισ
α Χουρνοτ εθυιλιβριυm.
Ιν Γ , τηερε ισ αλωαψσ α νυλλ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm ιν ωηιχη τηε
αυχτιονεερ πλαψσ Ρ = 0, φορ τηεν εϖερψ σελλερ χηοοσεσ ζερο ουτπυτ ιν τηε
συβγαmε δετερmινεδ βψ Ρ = 0 ανδ τηε αυχτιονεερ ρεχειϖεσ mαξιmυm (ζερο)
παψο¤. Wε τηερεφορε σεεκ νον−νυλλ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβρια ιν ωηιχη
Ρ > 0 (ανδ Ξ > 0 ον τηε εθυιλιβριυm πατη). Τηε σιmυλτανεουσ−mοϖε γαmε
Γ0 αλσο ηασ α νυλλ εθυιλιβριυm, σο αγαιν ωε στυδψ νον−νυλλ Ναση εθυιλιβρια
ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ πλαψσ Ρ > 0.
Ιν τηε νεξτ τωο συβσεχτιονσ, ωε πρεσεντ αν αδδιτιοναλ χονδιτιον ωηιχη
ενσυρεσ τηατ Γ  ηασ α νον−νυλλ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm ανδ τηατ συχη
αν εθυιλιβριυm mυστ βε υνιθυε.
3.1 Βαχκωαρδσ ινδυχτιον: Σταγε 2
Wε ωιλλ νδ ιτ χονϖενιεντ το υσε Γ (Ρ) το δενοτε τηε σεχονδ−σταγε συβγαmε
ωηεν τηε αυχτιονεερ πλαψσ Ρ ιν τηε ρστ σταγε. Νοτε τηατ παψο¤σ αρε γιϖεν
βψ (2), σο τηατ, ιφ Ρ > 0, τηισ ισ α ρεντ−σεεκινγ χοντεστ ωιτη προπορτιοναλ
χοντεστ συχχεσσ φυνχτιον6, ρεντ Ρ ανδ χοστ φυνχτιονσ Χι. Wε χαν εξπλοιτ
τηε αγγρεγατιϖε νατυρε οφ συχη γαmεσ7 ιν αναλψζινγ τηειρ εθυιλιβρια. Ρατηερ
τηαν στυδψ ξεδ ποιντσ οφ (ν−διmενσιοναλ) βεστ ρεσπονσε mαπσ διρεχτλψ, ωε
υσε τηε τεχηνιθυεσ δεσχριβεδ ιν [4].
Ιν τηατ παπερ, ιτ ωασ σηοων τηατ, φορ ανψ σελλερ ι ανδ ανψ Ξ > 0, τηερε ισ
α υνιθυε στρατεγψ ξι  0 συχη τηατ σελλερ ι πλαψσ ξι ιν ανψ Ναση εθυιλιβριυm
οφ Γ (Ρ) ιν ωηιχη τηε συm οφ στρατεγιεσ ισ Ξ. Φορ ανψ ι τηισ αλλοωσ υσ το
δενε α σηαρε φυνχτιον ωηιχη mαπσ ανψ Ξ > 0 το ι = ξι=Ξ. Wε ωριτε
σι (Ξ;Ρ) φορ τηε ϖαλυε οφ τηισ σηαρε φυνχτιον ανδ νοτε τηατ σι (Ξ;Ρ) = ι
ιφ ανδ ονλψ ιφ ιΞ ισ α βεστ ρεσπονσε βψ σελλερ ι το ανψ στρατεγψ προλε οφ
τηε οτηερ σελλερσ ωηιχη σατισεσ
Π
ϕ 6=ι ξϕ = (1  ι)Ξ. Σινχε ι ισ α χονχαϖε
φυνχτιον οφ ξι, τηε ρστ−ορδερ χονδιτιονσ αρε νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ φορ ξι
6Wιτη αν αππροπριατε χηανγε οφ ϖαριαβλεσ ιφ νεχεσσαρψ, Γ (Ρ) ισ στρατεγιχαλλψ εθυιϖαλεντ
το α γενεραλιζεδ Τυλλοχκ χοντεστ ωιτη υνιτ αϖεραγε χοστ ανδ λογιστιχ χοντεστ συχχεσσ φυνχτιον
[3].
7Τηε παψο¤ οφ πλαψερ ι ισ α φυνχτιον ονλψ οφ ξι ανδ Ξ.
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το βε α βεστ ρεσπονσε ιν Γ (Ρ). Τηεσε χονδιτιονσ ιmπλψ τηατ σι (Ξ;Ρ) = ι
ιφ ανδ ονλψ ιφ
ΛΜ (ι; Ξ;Ρ) = (1  ι)
Ρ
Ξ
 Χ 0ι (ιΞ) , (4)
ωιτη στριχτ ινεθυαλιτψ ιφ ι > 0.
Τηε χονστρυχτιον οφ τηε ϖαλυε οφ σι φορ γιϖεν Ξ ανδ Ρ ισ ιλλυστρατεδ ιν
Φιγυρε 1. Ιν τηισ γυρε, ΛΜ ανδ Χ 0ι, χονσιδερεδ ασ φυνχτιονσ οφ ι, αρε
δραων ασ σολιδ λινεσ. Σινχε ΛΜ ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ανδ Χ 0ι νον−δεχρεασινγ
ιν ι τηε λινεσ χαν χροσσ ατ mοστ ονχε. Ιφ τηεψ δο νοτ χροσσ, τηε Λ
Μ λινε
mυστ λιε βελοω τηε Χ 0ι λινε, ιν ωηιχη χασε τηε ρστ ορδερ χονδιτιονσ ιmπλψ
σι (Ξ;Ρ) = 0. Τηισ σηοωσ τηατ τηε σηαρε φυνχτιον ισ ωελλ−δενεδ φορ αλλ
Ξ;Ρ > 0. Φυρτηερmορε, αν ινχρεασε ιν Ξ πιϖοτσ ΛΜ δοων ανδ Χ 0ι υπ
(υνδερ Ασσυmπτιον Α1), φροm ωηιχη ωε χαν δεδυχε τηατ τηε σηαρε φυνχτιον
ισ δεχρεασινγ ιν Ξ ωηερε ποσιτιϖε. Φιγυρε 1 αλσο mακεσ τηε ρεmαινινγ
ασσερτιονσ ιν τηε φολλοωινγ λεmmα πλαυσιβλε. Φορ α φορmαλ προοφ σεε [3].
Φιγυρε 1: Σηαρε φυνχτιονσ ιν τηε mαρκετ σηαρε γαmε φορ Ρ ανδ Ρ0 > Ρ.
Λεmmα 3.1 Συπποσε Ασσυmπτιον Α1 ισ σατισεδ ανδ ι 2 ΙΣ. Φορ ανψ
Ρ > 0, τηερε ισ α χοντινυουσ σηαρε φυνχτιον σι (Ξ;Ρ) : Ρ
2
++ ! [0; 1], ωηερε
σι
1. ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ωηερε ποσιτιϖε,
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2. αππροαχηεσ υνιτψ ασ Ξ ! 0, ανδ
3. ισ εϖεντυαλλψ εθυαλ το ζερο ορ αππροαχηεσ ζερο ασ Ξ !1.
Σηαρε φυνχτιονσ αλλοω υσ το στυδψ εθυιλιβρια υσινγ τηε οβσερϖατιον τηατ
τηερε ισ αν εθυιλιβριυm ιν Γ (Ρ) ωιτη αγγρεγατε συππλψ Ξ ιφ ανδ ονλψ ιφ
Σ (Ξ;Ρ) =
Ξ
ϕ2ΙΣ
σϕ (Ξ;Ρ) = 1, (5)
ιν ωηιχη χασε τηε εθυιλιβριυm στρατεγψ προλε ισ (Ξσ1 (Ξ;Ρ) ; : : : ; Ξσν (Ξ;Ρ)).
Ιτ φολλοωσ φροm τηε λεmmα τηατ Σ (Ξ;Ρ) ισ χοντινυουσ, εξχεεδσ υνιτψ φορ
σmαλλ ενουγη Ξ, αππροαχηεσ ορ ισ εθυαλ το ζερο φορ λαργε ενουγη Ξ ανδ ισ
στριχτλψ δεχρεασινγ ωηερε ποσιτιϖε. Τηισ ιmπλιεσ τηατ (5) ηολδσ φορ εξαχτλψ
ονε Ξ ανδ τηισ ενταιλσ α υνιθυε εθυιλιβριυm.
Λεmmα 3.2 Ιφ Ασσυmπτιον Α1 ισ σατισεδ, τηεν Γ (Ρ) ηασ α υνιθυε εθυι−
λιβριυm φορ ανψ Ρ > 0.
Wε ωριτε Ξ (Ρ) φορ τηε εθυιλιβριυm ϖαλυε οφ Ξ ιν Γ (Ρ). Το στυδψ
εθυιλιβρια οφ Γ , ωε ωιλλ νεεδ το αναλψζε ηοω Ξ (Ρ) ϖαριεσ ωιτη Ρ. Φιρστλψ, ωε
οβσερϖε τηατ Ξ (Ρ) ισ χοντινυουσ ιν Ρ > 0. Τηισ φολλοωσ φροm α χοmπαχτνεσσ
αργυmεντ, υσινγ τηε φαχτ τηατ Σ (Ξ (Ρ) ;Ρ) = 1 αλονγ ωιτη προπερτιεσ οφ Σ
ινηεριτεδ φροm τηοσε οφ ινδιϖιδυαλ σηαρε φυνχτιονσ σετ ουτ ιν Λεmmα 3.1.
Φυρτηερmορε, ΛΜ ισ στριχτλψ ινχρεασινγ ιν Ρ ανδ δεχρεασινγ ιν ι, ωηερεασ
Χ 0ι ισ χονσταντ ιν Ρ ανδ Ασσυmπτιον Α1 ιmπλιεσ τηατ ιτ ισ νον−δεχρεασινγ
ιν ι. Ιτ φολλοωσ τηατ σι(Ξ;Ρ) ινχρεασεσ ωιτη Ρ φορ ξεδ Ξ, στριχτλψ ιφ
σι 2 (0; 1). Τηισ ισ ιλλυστρατεδ ιν Φιγυρε 1, ιν ωηιχη ωε δισπλαψ Λ
Μ ωηεν
Ρ ισ ινχρεασεδ το Ρ0 ασ α δασηεδ λινε. Wε δεδυχε τηατ, φορ ανψ Ξ > 0,
τηε αγγρεγατε σηαρε φυνχτιον Σ(Ξ;Ρ) ινχρεασεσ ωιτη Ρ ωηερε ιτ ισ ποσιτιϖε.
Σινχε Σ (Ξ (Ρ) ;Ρ) = 1, ωε mαψ υσε Λεmmα 3.1 το χονχλυδε τηατ Ξ (Ρ)
ινχρεασεσ ωιτη Ρ. Ιν τηε αππενδιξ, ωε εξτενδ τηισ ρεσυλτ το σηοω τηατ τηισ
ινχρεασε ισ νο φαστερ τηαν Ρ ανδ τηατ Ξ (Ρ) ισ νοτ βουνδεδ αβοϖε. Τηεσε
οβσερϖατιονσ αρε συmmαριζεδ ιν τηε φολλοωινγ προποσιτιον8.
Προποσιτιον 3.3 Ιφ Ασσυmπτιον Α1 ισ σατισεδ, Ξ (Ρ) ισ χοντινυουσ ιν
Ρ > 0, υνβουνδεδ αβοϖε, στριχτλψ ινχρεασινγ ανδ τηε δισσιπατιον ρατιο  (Ρ) =
Ξ (Ρ) =Ρ ισ νον−ινχρεασινγ ιν Ρ > 0.
8Wε βελιεϖε τηατ τηε οβσερϖατιον τηατ τηε δισσιπατιον ρατιο ισ δεχρεασινγ ιν τηε ρεντ ισ
α νεω ρεσυλτ.
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3.2 Βαχκωαρδσ ινδυχτιον: Σταγε 1
Ηαϖινγ χηαραχτεριζεδ τηε εθυιλιβριυm ιν σεχονδ−σταγε συβγαmεσ, ωε νοω τυρν
το τηε ρστ σταγε, ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ χηοοσεσ Ρ το mαξιmιζε  (Ξ;Ρ),
ωηερε τηε εθυιλιβριυm ιν Γ (Ρ) ιmπλιεσ τηατΞ = Ξ (Ρ). Σινχε Ξ (0) = 0 ανδ
  0, τηε αυχτιονεερ χαν αλωαψσ mαξιmιζε ηερ παψο¤ βψ χηοοσινγ Ρ = 0.
Τηισ λεαδσ το τηε νυλλ εθυιλιβριυm οφ Γ  ιν ωηιχη αλλ σελλερσ προδυχε ζερο
ουτπυτ. Ηοωεϖερ, ιφ τηερε ισ αλσο αν Ρ > 0 σατισφψινγ Ρ = φ (Ξ (Ρ)), ωηερε
φ (Ξ) ισ τηε ρεϖενυε φυνχτιον: φ (Ξ) = Ξπ (Ξ), τηισ τοο ωιλλ αχηιεϖε τηε
mαξιmυm ανδ Γ  ωιλλ ηαϖε α νον−νυλλ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm. Wε
χαν υσε Προποσιτιον 3.3 το δεριϖε τηε χονδιτιονσ υνδερ ωηιχη τηερε ισ συχη
αν Ρ ανδ σηοω τηατ ιτ ισ υνιθυε. Τηισ λεαδσ το τηε φολλοωινγ τηεορεm
χηαραχτεριζινγ εθυιλιβρια οφ Γ . Τηε προοφ ισ ιν τηε αππενδιξ.
Τηεορεm 3.4 Ιφ Ασσυmπτιονσ Α1 ανδ Α2 αρε σατισεδ ανδ Γ  ηασ α νον−
νυλλ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm τηισ εθυιλιβριυm ισ υνιθυε ανδ τηε αυχτιονεερ
χηοοσεσ ∼Ρ = φ

∼Ξ

, ωηερε ∼Ξ = Ξ

∼Ρ

. Συχη αν εθυιλιβριυm εξιστσ ιφ ανδ
ονλψ ιφ Ξ
ϕ2ΙΣ

1 
Χ 0ϕ (0)
π (0)

> 1. (6)
Ιφ τηε ινεθυαλιτψ ιν τηε τηεορεm φαιλσ, τηερε ισ ονλψ τηε νυλλ εθυιλιβριυm.
Νοτε τηατ (6) ισ σατισεδ ιφ π (0) ισ ιννιτε (φορ εξαmπλε, ισοελαστιχ δεmανδ)
ιρρεσπεχτιϖε οφ σελλερσ χοστ φυνχτιονσ. Τηισ ισ αλσο τρυε ιφ mαργιναλ χοστ φαλλσ
το ζερο ατ ζερο ουτπυτ φορ ατ λεαστ ονε σελλερ. Ηοωεϖερ, τηε τηεορεm δοεσ
νοτ ιmπλψ τηατ προταβλε τραδε ισ αλωαψσ ρεαλιζεδ. Ιφ mινιmαλ mαργιναλ χοστ
ισ λεσσ τηαν τηε χηοκε−ο¤ πριχε φορ σοmε σελλερσ: Χ 0ι (0) < π (0), προδυχτιον
ισ προταβλε φορ συχη σελλερσ. Βυτ, τηισ δοεσ νοτ ιmπλψ τηατ (6) ισ νεχεσ−
σαριλψ σατισεδ: στρατεγιχ φαχτορσ mαψ πρεϖεντ γαινσ φροm τραδε φροm βεινγ
εξπλοιτεδ.
3.3 Σιmυλτανεουσ mοϖεσ
Νοω χονσιδερ τηε γαmε Γ0 ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ ανδ σελλερσ πλαψ σιmυλτα−
νεουσλψ. Ιν α Ναση εθυιλιβριυm οφ Γ0, σελλερ ι χηοοσεσ ουτπυτ ⊥ξι το mαξιmιζε
ι, γιϖεν βψ (2), ωηερε Ρ ισ τηε ρεϖενυε χηοσεν βψ τηε αυχτιονεερ. Ιτ ισ
στραιγητφορωαρδ το χονρm τηατ ⊥ξι = σι

⊥Ξ;Ρ

⊥Ξ, ωηερε ⊥Ξ =
Π
ϕ2ΙΣ ⊥ξϕ ανδ
ωε χαν ιντερπρετ ⊥Ξ ασ α χολλεχτιϖε βεστ ρεσπονσε βψ σελλερσ το τηε αυχτιονεερσ
στρατεγψ. Τηε αυχτιονεερσ βεστ ρεσπονσε το αν αγγρεγατε ουτπυτ οφ ⊥Ξ βψ
σελλερσ mαξιmιζεσ 

⊥Ξ;Ρ

ωιτη ρεσπεχτ το Ρ. Τηυσ, ⊥Ξ = Ξ

⊥Ρ

ωηερε
⊥Ρ 2 αργmαξΡ 

⊥Ξ;Ρ

ανδ ηενχε ⊥Ρ = φ

Ξ

⊥Ρ

. Τηεσε χονδιτιονσ αρε
εθυιϖαλεντ το τηοσε δετερmινινγ ουτπυτσ ανδ ρεϖενυε ον τηε εθυιλιβριυm πατη
οφ Γ . Wε χονχλυδε τηατ Γ0 ισ ουτχοmε εθυιϖαλεντ το Γ  ιν τηε σενσε τηατ,
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ιν εθυιλιβριυm, τηε στρατεγιεσ χηοσεν βψ σελλερσ ιν Γ0 αρε τηε σαmε ασ τηοσε
ον τηε εθυιλιβριυm πατη οφ Γ . Τηεορεm 3.4 ηασ τηε φολλοωινγ χορολλαρψ.
Χορολλαρψ 3.5 Ιφ Ασσυmπτιονσ Α1 ανδ Α2 αρε σατισεδ, Γ0 ηασ α υνιθυε
νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm ιφ ανδ ονλψ ιφ (6) ηολδσ.
4 Τηε mανψ−βυψερ λιmιτ οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ
Ιν τηισ σεχτιον ωε χονσιδερ τηε εθυιλιβρια οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ασ m ! 1.
Το ιλλυστρατε ουρ ρεσυλτσ, ωε ρστ ρετυρν το Εξαmπλε 2 ανδ χαλχυλατε τηε
εθυιλιβριυm οφ τηε mαρκετ−σηαρε γαmε.
Εξαmπλε 2 ρεϖισιτεδ. Παψο¤σ ιν τηε σεχονδ−σταγε συβγαmε Γ (Ρ) οφ α
mαρκετ−σηαρε γαmε ιν ωηιχη χοστσ αρε ασ ιν Εξαmπλε 2 ανδ τηε αυχτιονεερ
χηοοσεσ Ρ ιν τηε ρστ σταγε αρε
ξ
Ξ
Ρ 
1
2
ξ2   ξ.
Τηισ mεανσ τηατ Ξ (Ρ), τηε εθυιλιβριυm ϖαλυε οφ Ξ ιν Γ (Ρ), σατισεσ
Ρ = [Ξ (Ρ)]2 + 2Ξ (Ρ) :
Ιφ πρεφερενχεσ αλσο αγρεε ωιτη τηοσε ιν Εξαmπλε 2, ινϖερσε δεmανδ ισ π (Ξ) =
  Ξ. Σεττινγ ∼Ρ εθυαλ το Ξ

∼Ρ

π

Ξ

∼Ρ

ανδ σολϖινγ φορ Ξ

∼Ρ

γιϖεσ
Ξ

∼Ρ

=
   2
2
,
ωηιχη ισ τηε εθυιλιβριυm αγγρεγατε συππλψ ιν τηε mαρκετ−σηαρε γαmε.
Χοmπαρινγ τηισ ωιτη τηε οριγιναλ εξαmπλε, ωε οβσερϖε τηατ, ασ m!1,
τηε λιmιτ οφ τηε εθυιλιβριυm αγγρεγατε ουτπυτ ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ απ−
προαχηεσ Ξ

∼Ρ

, τηε εθυιλιβριυm ουτπυτ ιν τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Τηισ ισ
α γενεραλ ρεσυλτ ανδ το σηοω τηισ, ωε σταρτ βψ ρεχαλλινγ φροm ουρ δισχυσσιον ιν
Σεχτιον 2 τηατ, ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ, σελλερσ συππλψ δεχισιονσ αρε αγγρεγατεδ
το Ξ =
Π
ϕ2ΙΣ ξϕ ανδ βυψερσ βιδσ αρε αγγρεγατεδ το Β =
Π
ϕ2ΙΒm βϕ=m.
Τηε παψο¤ το σελλερ ι ισ τηεν γιϖεν βψ (ξι=Ξ)Β Χι (ξι), ανδ τηε ρστ−ορδερ
χονδιτιονσ χαν βε ωριττεν (ιν τερmσ οφ σηαρεσ ι = ξι=Ξ) ασ Λ (ι; Ξ;Β) 
Χ 0ι (ιΞ) ωιτη εθυαλιτψ ιφ ι > 0, ωηερε Λ (ι; Ξ;Β) = (1  ι)Β=Ξ. Ρε−
χαλλινγ τηε αναλψσισ οφ χονδιτιον (4) ιν ουρ δισχυσσιον οφ τηε mαρκετ σηαρε
γαmε, ωε χαν χονχλυδε τηατ τηε αγγρεγατε συππλψ οφ τηε σελλερσ ιν α βιλατεραλ
ολιγοπολψ εθυιλιβριυm ιν ωηιχη τηε αγγρεγατε βιδ οφ τηε βυψερσ ισ Β > 0
ωιλλ βε Ξ (Β), ωιτη τηε προπερτιεσ πρεσεντεδ ιν Προποσιτιον 3.3 ωηεν Ρ ισ
ρεπλαχεδ βψ Β. Τηισ ισ τηε ρστ σιmιλαριτψ ωιτη τηε mαρκετ σηαρε γαmε, ανδ
ινδιχατεσ εθυιϖαλενχε ιν σελλερ βεηαϖιορ ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη τηατ ιν
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συβγαmεσ οφ τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Νεξτ ωε γο ον το εξπλορε τηε βυψερσ
βεηαϖιορ ανδ σηοω τηατ, χολλεχτιϖελψ, ιτ mιmιχσ τηατ οφ τηε αυχτιονεερ ωηεν
τηε νυmβερ οφ βυψερσ ισ mανψ.
Ιν ορδερ το δεδυχε τηισ ωε αππεαλ το α χηαραχτεριζατιον οφ εθυιλιβριυm
ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ φροm [6]. Ιν παρτιχυλαρ, αγγρεγατε δεmανδ τηατ ισ
χονσιστεντ ωιτη α Ναση εθυιλιβριυm ιν ωηιχη τηε πριχε ισ π χαν βε ρεπρεσεντεδ
βψ α στρατεγιχ αναλογυε οφ τηε χοmπετιτιϖε δεmανδ φυνχτιον. Σπεχιχαλλψ,
υνδερ βινορmαλιτψ οφ βυψερσ πρεφερενχεσ9 ιτ ωασ σηοων τηατ, φορ ανψ π > 0
τηερε ισ α υνιθυε ϖαλυε οφ τηε αγγρεγατε βιδ οφ βυψερσ ιν αν εθυιλιβριυm οφ ανψ
βιλατεραλ ολιγοπολψ γαmε ωιτη βυψερ σετ ΙΒm. Τηε ρατιο οφ τηισ αγγρεγατε βιδ
το πριχε δενεσ τηε στρατεγιχ δεmανδ φυνχτιον Dm (π) ωηιχη χαν βε σηοων το
βε χοντινυουσ, στριχτλψ δεχρεασινγ ιν π ανδ υνβουνδεδ ασ π! 0 [6, Λεmmα
5.1]. Τηερεφορε, Dm ισ ινϖερτιβλε το α χοντινυουσ δεχρεασινγ φυνχτιον ωηιχη
ωε δενοτε πΒm (Ξ). Ιφ τηε αγγρεγατε συππλψ φροm τηε σελλερσ ισ Ξ, τηε πριχε
τηατ ωιλλ εmεργε ιν τηε mαρκετ γιϖεν τηε βυψερσ οπτιmαλ αχτιονσ (τακινγ
ιντο αχχουντ αλλ τηε στρατεγιχ ε¤εχτσ) ισ πΒm (Ξ). Ιτ αλσο φολλοωσ φροm τηεσε
οβσερϖατιονσ τηατ πΒm σατισεσ Ασσυmπτιον Α2.
Ασ βυψερσ βεχοmε mορε νυmερουσ, τηειρ ινδιϖιδυαλ mαρκετ ποωερ δι−
mινισηεσ ανδ ωε mιγητ εξπεχτ τηειρ βεηαϖιορ το αππροξιmατε πριχε τακινγ.
Τηε φολλοωινγ λεmmα, προϖεδ ιν τηε αππενδιξ, χαπτυρεσ τηισ ατ τηε λεϖελ οφ
αγγρεγατεσ.
Λεmmα 4.1 Συπποσε αλλ βυψερσ πρεφερενχεσ αρε βινορmαλ. Τηεν ασ m !
1,
πΒm(Ξ)! π(Ξ)
ποιντωισε. Μορεοϖερ, ον ανψ χοmπαχτ συβσετ οφ Ρ++, τηισ χονϖεργενχε ισ
υνιφορm.
Ιτ φολλοωσ φροm τηε οβσερϖατιονσ ιν τηε πρεχεδινγ παραγραπησ τηατ, ιν αν
εθυιλιβριυm οφ Εm ιν ωηιχη τηε αγγρεγατε βιδ ισ Β, τηε στρατεγιχ πριχε ωιλλ
βε πΒm (Ξ (Β)). Σινχε τηε πριχε ισ χονστρυχτεδ ασ τηε ρατιο οφ αγγρεγατε
βιδ το αγγρεγατε συππλψ, ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το σεε τηατ τηερε ισ α Ναση
εθυιλιβριυm ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη αγγρεγατε βιδ Β > 0 ιφ ανδ ονλψ ιφ10
Β
Ξ (Β)
= πΒm (Ξ (Β)) . (7)
9Βινορmαλιτψ οφ πρεφερενχεσ ρεθυιρεσ τηατ τηε mαργιναλ ρατε οφ συβστιτυτιον ινχρεασεσ
ωιτη mοϖεσ το τηε νορτη−ωεστ: ιφ ≅ι (ψ1; ψ2) ρεπρεσεντσ τηε mαργιναλ ρατε οφ συβστιτυτιον,
ψ1  ψ
0
1; ψ2  ψ
0
2 ) ≅ι (ψ)  ≅ι (ψ
0) ωηερε τηε ναλ ινεθυαλιτψ ισ στριχτ ιφ ψ1 < ψ
0
1 ανδ
ψ2 > 0.
10 Ιν [6] ιτ ωασ σηοων τηατ εθυιλιβρια ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ αρε ιν 11 χορρεσπονδενχε
ωιτη ιντερσεχτιονσ οφ τηε στρατεγιχ δεmανδ χυρϖε ωιτη α σιmιλαρ στρατεγιχ συππλψ χυρϖε χον−
στρυχτεδ φορ σελλερσ. Εθυατιον (7) στατεσ τηε σαmε ρεσυλτ ιν α φορm mορε ρεαδιλψ αππλιχαβλε
ιν τηε χυρρεντ χοντεξτ.
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Wε mαψ αππλψ Τηεορεm 3.4 το δεδυχε τηατ, προϖιδεδΞ
ϕ2ΙΣ
[1  Χ 0ϕ (0) =π
Βm (0)] > 1, (8)
τηερε ωιλλ βε α υνιθυε ∼Βm > 0 ωηιχη σατισεσ (7). Ιτ φολλοωσ φροm Λεmmα 4.1
τηατ, ιφ (6) ηολδσ, τηερε ωιλλ βε α ποσιτιϖε ιντεγερ m συχη τηατ (8) ισ σατισεδ
φορ αλλ m  m. Ηενχε, ∼Βm ισ ωελλ−δενεδ ωηεν βυψερσ αρε συ′χιεντλψ
νυmερουσ: α νον−αυταρκιχ βιλατεραλ ολιγοπολψ εθυιλιβριυm ωιλλ εξιστ ιν Εm
ανδ φορ αλλ λαργερ εχονοmιεσ. Ιν τηε αππενδιξ, ωε εξαmινε τηε σεθυενχεν
∼Βm
ο1
m= m
ανδ προϖε τηε ρεmαινινγ ασσερτιονσ ιν τηε φολλοωινγ τηεορεm.
Τηεορεm 4.2 Ιφ Ασσυmπτιον Α1 ισ σατισεδ, (6) ηολδσ ανδ τηε πρεφερενχεσ
οφ αλλ βυψερσ αρε βινορmαλ, τηερε ισ α νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ Εm φορ αλλ
λαργε ενουγη m. Φυρτηερmορε, ασ m!1, στρατεγιχ πριχε ιν τηισ εθυιλιβριυm
χονϖεργεσ το τηε πριχε ∼π ον τηε εθυιλιβριυm πατη οφ Γ , εαχη σελλερσ ουτπυτ
χονϖεργεσ το τηειρ ουτπυτ ον τηε σαmε εθυιλιβριυm πατη ανδ τηε χονσυmπτιον
χηοιχεσ οφ εαχη βυψερ τψπε αππροαχη τηοσε υνδερ πριχε−τακινγ βεηαϖιορ ωιτη
πριχε ∼π.
Τηισ κεψ ρεσυλτ δεmονστρατεσ τηατ τηε βεηαϖιορ οφ σελλερσ ιν τηε mαρκετ−
σηαρε γαmε χαν βε σεεν ασ α γοοδ αππροξιmατιον το βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη
mανψ βυψερσ ανδ τηατ βυψερσ αππροξιmατελψ πλαψ τηε πριχε−τακινγ ρολε ασ−
σιγνεδ το τηεm ιν τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Σινχε ωε αλσο σηοωεδ ιν τηε
πρεϖιουσ σεχτιον τηατ ουτχοmεσ ατ τηε εθυιλιβριυm οφ Γ0 ανδ ον τηε εθυιλιβ−
ριυm πατη οφ Γ  αρε ιδεντιχαλ, ωε mαψ χονχλυδε τηατ Γ0 mαψ αλσο βε ϖιεωεδ
ασ αν αππροξιmατιον το Εm ωηεν m ισ λαργε.
5 Χουρνοτ ανδ mαρκετ σηαρε γαmεσ
Ιν τηισ σεχτιον, ωε χοmπαρε τηε ουτπυτσ ιν Χουρνοτ ανδ mαρκετ σηαρε γαmεσ
ανδ υσε τηε ρεσυλτσ το ινϖεστιγατε τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν βιλατεραλ ολιγοπολψ
ωιτη mανψ βυψερσ ανδ Χουρνοτ χοmπετιτιον. Ιτ ωιλλ προϖε χονϖενιεντ το
χοννε ουρ αττεντιον το το τηε χασε ιν ωηιχη δεmανδ ισ χοντινυουσλψ δι¤ερ−
εντιαβλε ωηερε ποσιτιϖε.
5.1 Αναλψζινγ τηε Χουρνοτ γαmε
Χονσιδερ τηε γαmε Γ+, ιν ωηιχη τηε αυχτιονεερ mοϖεσ σεχονδ. Ιν ανψ
σεχονδ−σταγε συβγαmε ιν ωηιχη αγγρεγατε ουτπυτ ιν τηε ρστ σταγε ισ Ξ, τηε
αυχτιονεερσ βεστ ρεσπονσε ισ το χηοοσε Ρ = Ξπ (Ξ). Ιν α συβγαmε περφεχτ
εθυιλιβριυm, τηε ρστ−σταγε γαmε βεχοmεσ α Χουρνοτ γαmε ωιτη παψο¤σ γιϖεν
βψ (2) ωιτη Ξπ (Ξ) ιν πλαχε οφ Ρ. Wε ωιλλ ωριτε ΓΧ φορ τηισ Χουρνοτ
γαmε. Ιτ ισ ωελλ κνοων (σεε, φορ ινστανχε, Εξαmπλε 2 ιν Νοϖσηεκ [13]) τηατ
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τηε ασσυmπτιονσ ωε ηαϖε mαδε σο φαρ αρε νοτ συ′χιεντλψ στρονγ το ενσυρε
τηατ α Χουρνοτ εθυιλιβριυm εξιστσ. Ρατηερ τηαν στρενγτηεν τηεσε χονδιτιονσ
(ανδ ωεακεν ουρ χονχλυσιονσ), ωε ωιλλ mαινταιν ουρ ασσυmπτιονσ ανδ χοννε
αττεντιον το τηοσε προβλεmσ ωηερε α Χουρνοτ εθυιλιβριυm δοεσ εξιστ. Ονχε
αγαιν, ωε εξπλοιτ τηε αγγρεγατιϖε προπερτιεσ οφ τηε γαmε.
Τηε νεχεσσαρψ ρστ−ορδερ χονδιτιον φορ ξι το βε α βεστ ρεσπονσε το ξ ι ιν
ΓΧ ισ
≅ι
≅ξι
= π(Ξ) + ξιπ
0(Ξ)  Χ 0ι(ξι)  0;
ωιτη εθυαλιτψ ιφ ξι > 0. Ρε−ωριτινγ τηεσε χονδιτιονσ ιν τερmσ οφ mαρκετ
σηαρε ι = ξι=Ξ γιϖεσ
ΛΧ (ι; Ξ) =

1 
ι
 (Ξ)

π (Ξ)  Χ 0ι (ιΞ) , (9)
ωιτη εθυαλιτψ ιφ ι > 0, ωηερε  (Ξ) =  π (Ξ) =Ξπ
0 (Ξ) ισ τηε ελαστιχιτψ οφ
δεmανδ.
Σινχε ΛΧ ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ανδ Χ 0ι (ιΞ) νον−δεχρεασινγ ιν ι, φορ αλλ
Ξ > 0, τηερε ισ α υνιθυε ι ωηιχη σατισεσ τηεσε χονδιτιονσ ιφ ανδ ονλψ ιφ Λ
Χ
ισ νοτ γρεατερ τηαν Χ 0ι ατ ι = 1, τηατ ισ, ιφ
1 
1
 (Ξ)

π (Ξ)  Χ 0ι (Ξ) . (10)
Ιφ ωε λετ Ξι δενοτε τηε (νον−εmπτψ) σετ οφ Ξ σατισφψινγ (10), τηερε ισ α
φυνχτιον σΧι : Ξι ! [0; 1], ωηερε, φορ ανψ Ξ 2 Ξι, σ
Χ
ι (Ξ) ισ τηε υνιθυε ι
σατισφψινγ (9). Ιτ φολλοωσ τηατ, ιφ ∼ξΧ ισ α Χουρνοτ εθυιλιβριυm ανδ ∼ΞΧ =Π
ϕ2ΙΣ ∼ξ
Χ
ϕ , τηεν
∼ΞΧ 2
Τ
ϕ2ΙΣ Ξϕ ανδ ∼ξ
Χ
ι =
∼ΞΧ = σΧι

∼ΞΧ

φορ αλλ ι 2 ΙΣ. Νοτε
τηατ τηισ ιmπλιεσ Ξ
ϕ2ΙΣ
σΧϕ

∼ΞΧ

= 1.
Τηεσε φαχτσ ωιλλ βε υσεδ ιν τηε σεθυελ το χοmπαρε εθυιλιβρια ιν τηε mαρκετ−
σηαρε γαmε ωιτη Χουρνοτ εθυιλιβρια. Νοτε, ηοωεϖερ, τηατ σΧι ισ νοτ α σηαρε
φυνχτιον, σινχε, αλτηουγη νεχεσσαρψ, τηε ρστ−ορδερ χονδιτιονσ αρε νοτ συ′−
χιεντ φορ βεστ ρεσπονσεσ. Πυτ ανοτηερ ωαψ,
Π
ϕ2ΙΣ σ
Χ
ϕ (Ξ) = 1 δοεσ νοτ ιmπλψ
τηατ Ξ ισ α Χουρνοτ εθυιλιβριυm λεϖελ οφ ουτπυτ. Φυρτηερmορε, ωιτηουτ φυρ−
τηερ ρεστριχτιονσ ον τηε δεmανδ φυνχτιον, σΧι νεεδ νοτ βε στριχτλψ δεχρεασινγ
ωηερε ποσιτιϖε. Νεϖερτηελεσσ, βψ χοmπαρινγ σΧι (Ξ) ανδ σι (Ξ;Ρ) ωε χαν
εξπλορε τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν ΓΧ ανδ Γ (Ρ), ανδ βψ εξτενσιον, βετωεεν
Γ+ ανδ Γ .
5.2 Υνιτ ελαστιχιτψ
Ιτ ισ αν ιmmεδιατε χονσεθυενχε οφ τηε εξπρεσσιονσ φορ ΛΜ ανδ ΛΧ (σεε (4)
ανδ (9) ρεσπεχτιϖελψ) τηατ, ιφ  (Ξ) = 1 ανδ Ρ = Ξπ (Ξ), τηεν ΛΧ (ι; Ξ) =
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ΛΜ (ι; Ξ;Ρ) φορ αλλ ι 2 [0; 1]. Χονσεθυεντλψ, ιφ Γ
Χ ηασ αν εθυιλιβριυm
ωιτη αγγρεγατε ουτπυτ ∼ΞΧ, ωηερε 

∼ΞΧ

= 1 ανδ Ρ = ∼ΞΧπ

∼ΞΧ

, τηεν
σι

∼ΞΧ;Ρ

= σΧι

∼ΞΧ

ανδ τηερεφορε
Ξ
ϕ2ΙΣ
σϕ

∼ΞΧ;Ρ

=
Ξ
ϕ2ΙΣ
σΧϕ

∼ΞΧ

= 1,
ωηιχη ιmπλιεσ τηατ ∼ΞΧ ισ τηε εθυιλιβριυm ϖαλυε οφ Ξ ιν Γ (Ρ). Ηενχε, ∼ΞΧ =
Ξ (Ρ), ωηερε Ρ = Ξ (Ρ) π (Ξ (Ρ)). Ιτ φολλοωσ τηατ Γ  ηασ αν εθυιλιβριυm ιν
ωηιχη τηε αυχτιονεερ χηοοσεσ Ρ = ∼ΞΧπ

∼ΞΧ

ιν τηε ρστ σταγε ανδ σελλερ ι
χηοοσεσ σι

∼ΞΧ;Ρ

∼ΞΧ = σΧι

∼ΞΧ

∼ΞΧ = ∼ξΧι ον τηε εθυιλιβριυm πατη. Τηισ
προϖεσ τηε φολλοωινγ ρεσυλτ.
Προποσιτιον 5.1 Συπποσε Ασσυmπτιον Α1 ηολδσ, δεmανδ ισ δι¤ερεντιαβλε
ωηερε ποσιτιϖε ανδ Γ+ ηασ αν εθυιλιβριυm ατ ωηιχη ελαστιχιτψ οφ δεmανδ ισ
υνιτψ. Τηεν Γ  ηασ α νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm ατ ωηιχη ουτπυτσ οφ εαχη
σελλερ αρε εθυαλ ον τηε εθυιλιβριυm πατησ οφ Γ  ανδ Γ+.
Νοτε τηατ ιτ φολλοωσ φροm τηε προποσιτιον τηατ αγγρεγατε δεmανδ ανδ
τηερεφορε πριχε αγρεε ον τηε εθυιλιβριυm πατησ.
Wε mαψ αλσο χονχλυδε φροm τηε ουτπυτ εθυιϖαλενχε οφ Γ  ανδ Γ0, εσ−
ταβλισηεδ πρεϖιουσλψ, τηατ, υνδερ τηε συπποσιτιονσ οφ Προποσιτιον 5.1, Γ0 ηασ
α νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm ιν ωηιχη τηε ουτπυτσ οφ αλλ σελλερσ αρε εθυαλ το
τηοσε ον τηε εθυιλιβριυm πατη Γ+.
Ιφ αλλ βυψερ τψπεσ ηαϖε Χοββ−Dουγλασ πρεφερενχεσ, νοτ ονλψ δοεσ δεmανδ
ηαϖε υνιτ ελαστιχιτψ (ανδ ισ στριχτλψ χονχαϖε), βυτ στανδαρδ εξιστενχε ρεσυλτσ
ιmπλψ τηατ α Χουρνοτ εθυιλιβριυm εξιστσ ανδ ισ υνιθυε (σεε Σζιδαροϖσκψ ανδ
Ψακοωιτζ [18]). Μορεοϖερ, Ασσυmπτιον Α2 ηολδσ. Τηισ λεαδσ το τηε φολλοω−
ινγ χορολλαρψ.
Χορολλαρψ 5.2 Συπποσε Ασσυmπτιον Α1 ηολδσ ανδ αλλ βυψερ τψπεσ ηαϖε
Χοββ−Dουγλασ πρεφερενχεσ, τηεν Γ  ανδ Γ+ ηαϖε συβγαmε περφεχτ εθυιλιβρια
ανδ Γ0 ηασ α νον−αυταρκιχ Ναση εθυιλιβριυm ιν ωηιχη εθυιλιβριυm ουτπυτσ
αρε τηε σαmε ιν αλλ τηρεε γαmεσ.
5.3 Α χοmπαρισον οφ ολιγοπολψ mοδελσ
Wηεν ελαστιχιτψ δι¤ερσ φροm υνιτψ, ωε χαν υσε ουρ σηαρε φυνχτιον χονστρυχ−
τιονσ το ορδερ τηε ουτπυτσ ιν τηε Χουρνοτ ανδ mαρκετ σηαρε γαmεσ ατ τηε
αγγρεγατε λεϖελ. Τηε φολλοωινγ προποσιτιον συmmαριζεσ τηε ρεσυλτ, προϖεδ
ιν τηε αππενδιξ.
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Προποσιτιον 5.3 Συπποσε Ασσυmπτιονσ Α1 ανδ Α2 ηολδ, (6) ισ σατισεδ
ανδ χοmπετιτιϖε δεmανδ ισ δι¤ερεντιαβλε ωηερε ποσιτιϖε. Ιφ τηε αγγρεγατε
ουτπυτ οφ σελλερσ ιν τηε υνιθυε νον−αυταρκιχ συβγαmε περφεχτ εθυιλιβριυm οφ
Γ  ισ δενοτεδ βψ ∼Ξ, ανδ τηερε ισ α Χουρνοτ εθυιλιβριυm ωιτη αγγρεγατε ουτπυτ
∼ΞΧ, τηεν


∼ΞΧ

> [<]1, ∼Ξ < [>] ∼ΞΧ. (11)
Ιν χοντραστ το τηε χασε οφ υνιτ ελαστιχιτψ, τηισ ρεσυλτ ηολδσ πυρελψ ατ τηε
αγγρεγατε λεϖελ. Τηερε αρε δεmανδ φυνχτιονσ ανδ σετσ οφ νον−ιδεντιχαλ χοστ
φυνχτιονσ σατισφψινγ τηε συπποσιτιονσ οφ τηε προποσιτιον φορ ωηιχη ΓΧ ηασ
αν εθυιλιβριυm ωιτη 

∼ΞΧ

> 1, βυτ ιν ωηιχη τηερε αρε ινδιϖιδυαλ σελλερσ
ωηοσε ουτπυτ ισ ηιγηερ ιν Γ  τηαν Γ+. Τηισ ποσσιβιλιτψ αρισεσ βεχαυσε, εϖεν
τηουγη σι (Ξ;Ρ) < σ
Χ
ι (Ξ) ωηεν Ρ τακεσ τηε εθυιλιβριυm ϖαλυε ιν Γ
 , τηε
φαχτ τηατ σι ισ δεχρεασινγ ιν Ξ πρεϖεντσ υσ φροm ρυλινγ ουτ τηε ποσσιβιλιτψ
τηατ ∼ξι = ∼Ξσι( ∼Ξ; ∼Ρ) > ∼Ξ
Χσι( ∼Ξ
Χ) = ∼ξΧι .
Τηε οβσερϖατιονσ mαδε ιν Συβσεχτιον 3.3 σηοω τηατ χοmπαρισονσ βετωεεν
Γ+ ανδ Γ0 ρυν τηε σαmε ωαψ.
Χορολλαρψ 5.4 Υνδερ τηε χονδιτιονσ οφ Προποσιτιον 5.3, (11) ηολδσ, ωηερε
∼Ξ νοω δενοτεσ τηε αγγρεγατε ουτπυτ οφ σελλερσ ιν τηε υνιθυε Ναση εθυιλιβριυm
οφ Γ0.
Το σεε τηε ιντυιτιον βεηινδ Προποσιτιον 5.3 ανδ Χορολλαρψ 5.4, συπποσε
τηερε ισ αν εθυιλιβριυm ιν τηε mαρκετ σηαρε γαmε ιν ωηιχη τοταλ ρεϖενυε ισ
Ρ. Wηεν mακινγ συππλψ δεχισιονσ ιν τηισ γαmε, σελλερσ χονσιδερ ονλψ τηε
ε¤εχτ οφ χηανγεσ ιν τηειρ συππλψ ον τηειρ σηαρε οφ τηισ τοταλ ρεϖενυε, φορ τηεψ
σεε ιτσ mαγνιτυδε ασ ξεδ ατ τηε ϖαλυε ∼Ρ. Ιν σεεκινγ τηειρ οπτιmαλ χηοιχε,
εαχη σελλερ εθυατεσ τηε mαργιναλ βενετ οφ εξτρα συππλψ το mαργιναλ χοστ
(κεεπινγ τηε συππλψ δεχισιονσ οφ οτηερσ ξεδ), τηε mαργιναλ βενετ βεινγ
τηε ε¤εχτ οφ α χηανγε ιν συππλψ ον τηειρ σηαρε οφ τηε ρεϖενυε. Ιφ ωε ωερε
το ιmποσε τηε ρυλεσ οφ τηε γαmε Γ+ ατ τηε εθυιλιβριυm οφ Γ , σελλερσ ωουλδ
νοω χονσιδερ τηε αχτιονσ οφ τηε αυχτιονεερ ωηο ισ δετερmινινγ τηε ρεϖενυε
Ρ ατ τηε σεχονδ σταγε. Ασ συχη, τηεψ mυστ τακε ιντο αχχουντ τηατ τηειρ
συππλψ δεχισιονσ ινυενχε νοτ ονλψ τηειρ σηαρε οφ τηε ρεϖενυε βυτ αλσο τηε
σιζε οφ τηε τοταλ ρεϖενυε το βε σηαρεδ αmονγστ αλλ σελλερσ. Wηεν ελαστιχιτψ ισ
υνιτψ, τοταλ ρεϖενυε ισ ξεδ ον τηε mαργιν λεαδινγ το ιδεντιχαλ ουτχοmεσ ιν
Γ+ ανδ Γ . Wηεν ελαστιχιτψ ισ λεσσ τηαν ονε, τηε διρεχτ mαργιναλ βενετ οφ
α σmαλλ ινχρεασε ιν συππλψ ισ ο¤σετ βψ α ρεδυχτιον ιν τοταλ ρεϖενυε, λεαδινγ το
α λοωερ τοταλ εθυιλιβριυm ουτπυτ ιν Γ+ τηαν Γ . Σιmιλαρλψ, ωηεν ελαστιχιτψ
εξχεεδσ ονε, αν ινχρεασε ιν συππλψ ινχρεασεσ τοταλ ρεϖενυε ανδ τηισ ρεϖερσεσ
τηε ορδερινγ οφ τοταλ ουτπυτ.
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5.4 Ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ
Ιν τηισ συβσεχτιον, ωε χοmβινε τηε οβσερϖατιον ιν Σεχτιον 4, τηατ θυαντιτψ
χοmπετιτιον ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ χαν βε αππροξιmατεδ
βψ τηε γαmεσ Γ  (ορ Γ0), ωιτη τηε χοmπαρισον οφ ουτχοmεσ ιν Γ  ανδ Γ+
χονδυχτεδ ιν τηε πρεχεδινγ συβσεχτιονσ. Τηισ ωιλλ αλλοω υσ το σηοω τηατ τηε
ρεσυλτσ ιν Εξαmπλεσ 1 ανδ 2 αρε τψπιχαλ ρατηερ τηαν εξχεπτιοναλ. Wε ρστ
αππλψ Τηεορεm 4.2 ανδ Προποσιτιον 5.1 το δεδυχε τηε φολλοωινγ ρεσυλτ.
Χορολλαρψ 5.5 Ιφ, υνδερ τηε ασσυmπτιονσ οφ Τηεορεm 4.2, mαρκετ δεmανδ
ισ δι¤ερεντιαβλε ωηερε ποσιτιϖε ανδ τηε Χουρνοτ γαmε ηασ αν εθυιλιβριυm
ατ ωηιχη ελαστιχιτψ οφ δεmανδ ισ ονε, τηεν Εm ηασ α υνιθυε νον−αυταρκιχ
εθυιλιβριυm φορ αλλ λαργε ενουγη m ιν ωηιχη τηε εθυιλιβριυm ουτπυτσ οφ αλλ
σελλερσ αππροαχη τηοσε ατ τηε Χουρνοτ εθυιλιβριυm.
Α φορτιορι, τηισ χονχλυσιον ηολδσ ιφ χοστ φυνχτιονσ σατισφψ Ασσυmπτιον
Α1 ανδ αλλ βυψερσ ηαϖε Χοββ−Dουγλασ πρεφερενχεσ. Τηε χορολλαρψ συγγεστσ
τηατ Χουρνοτ ολιγοπολψ χαν τηεν βε ϖιεωεδ ασ αν αππροξιmατιον οφ βιλατεραλ
ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ ανδ βιλατεραλ ολιγοπολψ χαν προϖιδε α στρατεγιχ
φουνδατιον φορ Χουρνοτ χοmπετιτιον υνδερ τηεσε χιρχυmστανχεσ.
Wηεν α Χουρνοτ εθυιλιβριυm εξιστσ, βυτ τηε εθυιλιβριυm ελαστιχιτψ δι¤ερσ
φροm υνιτψ, τηε βεστ ωε χαν δο ισ το υσε Τηεορεm 4.2 ανδ Προποσιτιον 5.3 το
προϖιδε αν ορδερινγ οφ αγγρεγατε ουτπυτσ.
Χορολλαρψ 5.6 Συπποσε τηε ασσυmπτιονσ οφ Τηεορεm 4.2 αρε σατισεδ, mαρ−
κετ δεmανδ ισ δι¤ερεντιαβλε ωηερε ποσιτιϖε ανδ τηε Χουρνοτ γαmε ηασ αν
εθυιλιβριυm ωιτη αγγρεγατε ουτπυτ ∼ΞΧ ατ ωηιχη ελαστιχιτψ οφ δεmανδ ισ 

∼ΞΧ

>
[<]1. Τηεν τηερε ισ α ποσιτιϖε ιντεγερ Μ συχη τηατ Εm ηασ α υνιθυε νον−
αυταρκιχ εθυιλιβριυm ιν ωηιχη αγγρεγατε ουτπυτ ∼Ξm σατισεσ ∼Ξm < [>] ∼ΞΧ
φορ αλλ m Μ .
Ιν τηισ χασε, βιλατεραλ ολιγοπολψ δοεσ νοτ προϖιδε α υσεφυλ φουνδατιον φορ
Χουρνοτ χοmπετιτιον.
6 Χονχλυσιον
Τηισ παπερ ιντροδυχεδ α mοδελ οφ θυαντιτψ χοmπετιτιον τηατ ρελαξεσ τηε
ιmπλιχιτ τιmινγ ασσυmπτιονσ ιν Χουρνοτσ mοδελ οφ χοmπετιτιον, τηατ τηε
mαρκετ χλεαρσ (ιν τηε ηανδσ οφ αν αυχτιονεερ) αφτερ σελλερσ ηαϖε χοmιττεδ το
τηειρ συππλψ χηοιχεσ − τηε mαρκετ σηαρε γαmε. Wε ηαϖε σηοων τηατ εθυιλιβρια
ιν βιλατεραλ ολιγοπολψ ωιτη mανψ βυψερσ χαν βε αππροξιmατεδ βψ τηοσε ιν τηε
mαρκετ σηαρε γαmε. Ψετ, τηερε αρε ινηερεντ δι¤ερενχεσ βετωεεν εθυιλιβρια
ιν τηε mαρκετ σηαρε γαmε ανδ Χουρνοτ εθυιλιβρια. Τηεσε ρεσυλτσ, α φορτιορι,
ηαϖε τωο ιmπλιχατιονσ:
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1. Τηε τιmινγ ιmπλιχιτ ιν Χουρνοτσ φραmεωορκ ισ χρυχιαλ, σινχε τηε mαρ−
κετ σηαρε γαmε, ωηιχη ηασ αλτερνατιϖε τιmινγ ασσυmπτιονσ, γενεραλλψ
ηασ δι¤ερεντ εθυιλιβρια. Τηισ mακεσ mαρκετ στρυχτυρε ιmπορταντ ωηεν
δετερmινινγ ωηιχη ενϖιρονmεντσ αρε συιταβλε φορ αναλψσισ βψ Χουρνοτσ
mοδελ. Μορεοϖερ, ιν τηοσε ενϖιρονmεντσ ωηερε Χουρνοτσ mοδελ ισ νοτ
συιταβλε αν αλτερνατιϖε ισ προϖιδεδ  τηε mαρκετ σηαρε γαmε  τηατ ηασ
α στρατεγιχ φουνδατιον ωιτηιν τηε βιλατεραλ ολιγοπολψ φραmεωορκ.
2. Χουρνοτ χοmπετιτιον ισ νοτ γενεραλλψ α γοοδ αππροξιmατιον το βιλατεραλ
ολιγοπολψ, εϖεν ωηεν τηε νυmβερ οφ βυψερσ ιν τηε λαττερ ισ λαργε. Πυτ
ανοτηερ ωαψ, βιλατεραλ ολιγοπολψ δοεσντ προϖιδε α στρατεγιχ φουνδατιον
φορ Χουρνοτ χοmπετιτιον.
Wε λεαϖε δισχοϖερινγ τηε αππροπριατε φυλλψ στρατεγιχ mοδελ τηατ ωιλλ προ−
ϖιδε τηισ φουνδατιον, ωηιχη ισ νοτ σιmπλψ α τωο−σταγε ρεσπεχιχατιον οφ βι−
λατεραλ ολιγοπολψ, ασ τηε συβϕεχτ οφ φυτυρε ρεσεαρχη.
Α Αππενδιξ
Προοφ οφ Προποσιτιον 3.3. Φορ ανψ Ξ > 0, τηε σηαρε φυνχτιον σι(Ξ;Ρ)
οφ σελλερ ι, ηασ α νιτε λιmιτ ασ Ρ ! 1 ανδ ιτ ισ α στραιγητφορωαρδ χονσε−
θυενχε οφ τηε ρστ−ορδερ χονδιτιονσ τηατ τηισ λιmιτ ισ υνιτψ. Ιτ φολλοωσ τηατ
Σ (Ξ;Ρ) εξχεεδσ ονε φορ αλλ λαργε ενουγη Ρ ανδ τηερεφορε Ξ (Ρ) > Ξ, σο Ξ
ισ υνβουνδεδ.
Τηε προοφ τηατ δισσιπατιον ισ νον−ινχρεασινγ εξπλοιτσ τηε φαχτ τηατ, φορ
ξεδ  > 0, τηε σηαρε φυνχτιον οφ σελλερ ι ισ νον−ινχρεασινγ ιν Ρ: ιφ Ρ0 > Ρ >
0, τηεν σι(Ρ;Ρ)  σι(Ρ
0;Ρ0). Το σεε τηισ, νοτε τηατ ι = σι(Ρ;Ρ) ιφ ανδ
ονλψ ιφ ΛΜ (ι; Ρ;Ρ)  Χ
0
ι (ιΡ) ωιτη εθυαλιτψ ιφ ι > 0, ωηερε, φροm (4),
ωε ηαϖε ΛΜ (ι; Ρ;Ρ) = (1  ι) . Φορ ξεδ ι 2 [0; 1], αν ινχρεασε ιν Ρ
λεαϖεσ ΛΜ υνχηανγεδ ανδ δοεσ νοτ δεχρεασε Χ 0ι (ιΡ), βψ Ασσυmπτιον Α1.
Ηενχε, σι(Ρ;Ρ) δοεσ νοτ ινχρεασε. (Νοτε τηατ τηισ ηολδσ εϖεν ιφ τηε σηαρε
φυνχτιον φαλλσ το ζερο.)
Σινχε Ξ
ϕ2ΙΣ
σϕ(Ρ (Ρ) ;Ρ) = 1 (12)
αν ινχρεασε φροm Ρ το Ρ0 γιϖεσ
Π
ϕ2ΙΣ σϕ(Ρ
0  (Ρ) ;Ρ0)  1. Σινχε (12)
ηολδσ ιφ Ρ ισ ρεπλαχεδ βψ Ρ0 ανδ σι(Ξ;Ρ) ισ νον−ινχρεασινγ ιν Ρ, ωε ηαϖε
 (Ρ0)   (Ρ).
Προοφ οφ Τηεορεm 3.4. Τηε χονδιτιον φορ Ρ > 0 το mαξιmιζε τηε
αυχτιονεερσ παψο¤ χαν βε ρε−ωριττεν:
Ρ
Ξ (Ρ)
= π (Ξ (Ρ)) (13)
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ανδ ωε ωιλλ σηοω τηατ τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ (13) εξχεεδσ τηε ριγητ φορ αλλ λαργε
ενουγη Ρ ανδ, συβϕεχτ το α χερταιν εξτρα χονδιτιον, τηισ ινεθυαλιτψ ρεϖερσεσ
φορ σmαλλ Ρ. Χοντινυιτψ ωιλλ αλλοω υσ το δεδυχε τηε εξιστενχε οφ ποσιτιϖε Ρ
σατισφψινγ (13).
Φιρστλψ, νοτε τηατ Προποσιτιον 3.3 ιmπλιεσ τηατ τηε λεφτ−ηανδ σιδε οφ (13)
ισ ειτηερ υνβουνδεδ ορ ηασ α ποσιτιϖε λιmιτ ασ Ρ ! 1. Τηε προποσιτιον
αλσο ασσερτσ τηατ Ξ (Ρ) ! 1 ασ Ρ ! 1, ωηιχη, υνδερ Ασσυmπτιον Α2,
ιmπλιεσ τηατ τηε ριγητ−ηανδ σιδε αππροαχηεσ ορ ισ εθυαλ το ζερο ιν τηισ λιmιτ.
Τηεσε τωο οβσερϖατιονσ mεαν τηατ Ρ=Ξ (Ρ) > π (Ξ (Ρ)) φορ αλλ λαργε ενουγη
Ρ. Το εξαmινε τηε λιmιτ Ρ ! 0, ωε ρστ οβσερϖε τηατ, σινχε σελλερσ χαν
αλωαψσ χηοοσε νο ουτπυτ ανδ ρεχειϖε ζερο παψο¤, εθυιλιβριυm παψο¤σ mυστ
βε νον−νεγατιϖε. Ιτ φολλοωσ τηατ εαχη σελλερσ χοστσ ιν εθυιλιβριυm χαννοτ
εξχεεδ Ρ ανδ τηερεφορε τηατ εαχη σελλερσ εθυιλιβριυm στρατεγψ αππροαχηεσ
ζερο ασ Ρ ! 0. Wε χονχλυδε τηατ Ξ (Ρ) ! 0 ασ Ρ ! 0 ανδ, ιφ ωε ωριτε
π (0) φορ λιmΞ!0 π (Ξ) (ανδ τακε π (0) = +1 ιφ π ισ υνβουνδεδ), ωε σεε τηατ
τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ (13) αππροαχηεσ π (0) ασ Ρ ! 0. Το χαλχυλατε τηε
λιmιτ οφ τηε λεφτ−ηανδ σιδε, ωε νοτε τηατ φορ α γιϖεν Ρ > 0, τηε ρστ−ορδερ
χονδιτιονσ ανδ (4) γιϖε, φορ ανψ ι,
[1  σι (Ξ (Ρ) ;Ρ)]
Ρ
Ξ (Ρ)
 Χ 0ι [σι (Ξ (Ρ) ;Ρ)Ξ (Ρ)] ,
ωιτη εθυαλιτψ ιφ σι (Ξ (Ρ) ;Ρ) > 0. Ηοωεϖερ, φορ αλλ σmαλλ ενουγη Ρ > 0
εϖερψ σηαρε φυνχτιον ισ ποσιτιϖε, βψ Λεmmα 3.1, σο εθυαλιτψ ηολδσ φορ αλλ ι.
Συmmινγ οϖερ ι, διϖιδινγ βψ ν  1 ανδ υσινγ Σ (Ξ (Ρ) ;Ρ) = 1 ψιελδσ
Ρ
Ξ (Ρ)
=
1
ν  1
Ξ
ϕ2ΙΣ
Χ 0ϕ (Ξ (Ρ) σϕ (Ξ (Ρ) ;Ρ)) .
Σινχε Ξ (Ρ) ! 0 ασ Ρ ! 0, ιτ φολλοωσ φροm Λεmmα 3.1 τηατ Ρ=Ξ (Ρ) !Π
ϕ2ΙΣ Χ
0
ϕ (0) = (ν  1). Προϖιδεδ τηισ λιmιτ ισ λεσσ τηαν π (0) ιτ φολλοωσ τηατ
Ρ=Ξ (Ρ) < π (Ξ (Ρ)) φορ αλλ σmαλλ ενουγη Ρ.
Wε ηαϖε σηοων τηατ, προϖιδεδ π (0) ισ λαργε ενουγη, Ρ = Ξ (Ρ) π (Ξ (Ρ))
φορ σοmε Ρ > 0, βψ χοντινυιτψ. Το σεε τηατ τηισ ϖαλυε ισ υνιθυε, νοτε τηατ
Ασσυmπτιον Α2 ιmπλιεσ τηατ π (Ξ) ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ιν Ξ ανδ ιτ φολλοωσ
φροm Προποσιτιον 3.3 (ιν παρτιχυλαρ τηε φαχτ τηατ Ξ (Ρ) ισ ινχρεασινγ ιν Ρ)
τηατ τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ (13) ισ στριχτλψ δεχρεασινγ ιν Ρ. Τηισ προποσιτιον
αλσο ιmπλιεσ τηατ τηε λεφτ−ηανδ σιδε ισ νον−δεχρεασινγ, σο (13) χαν ηαϖε ατ
mοστ ονε σολυτιον.
Προοφ οφ Λεmmα 4.1. Χονσιδερ α γαmε οφ βιλατεραλ ολιγοπολψ ιν ωηιχη τηε
σετ οφ βυψερσ ισ ΙΒm. Α σλιγητ mοδιχατιον οφ τηε αργυmεντσ ιν [6] σηοω τηατ,
υνδερ τηε ασσυmπτιονσ οφ τηε λεmmα, τηερε ισ α σηαρε φυνχτιον σmι (Β; π) φορ
βυψερσ οφ τψπε ι 2 ΙΒ συχη τηατ, ιν ανψ νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ τηισ γαmε
ωιτη στρατεγιχ πριχε π, εϖερψ βυψερ οφ τψπε ι 2 ΙΒ βιδσ βmι = Β
mσmι (Β
m; π),
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ωηερε τηε αγγρεγατε ο¤ερ Βm σατισεσ
Ξ
ϕ2ΙΒm
σmϕ (Β
m; π)
m
=
Ξ
ϕ2ΙΒ
σmϕ (Β
m; π) = 1.
Φυρτηερmορε, ιφ ≅ι (ψ1; ψ2) δενοτεσ τηε mαργιναλ ρατε οφ συβστιτυτιον ωιτη ψ1
υνιτσ οφ τηε γοοδ ανδ ψ2 υνιτσ οφ mονεψ ανδ ιφ ≅ι (0; ει)  π, τηεν σ
m
ι (Β; π) =
0 φορ αλλ Β > 0, ωηερεασ, ιφ ≅ι (0; ει) > π, τηεν σ
m
ι (Β; π) ισ τηε υνιθυε
 2 [0; 1] σατισφψινγ
≅ι

Β
π
; ει   Β

=

1 

m
 1
π. (14)
Σινχε Βm 2
η
0;
Π
ϕ2ΙΒ εϕ
ι
ανδ σmι (Β
m; π) 2 [0; 1] φορ αλλ m, τηερε ισ α
συβσεθυενχε ον ωηιχη Βm ! Β ανδ σmι (Β
m; π) χονϖεργεσ το ι (π) σατισφψινγΠ
ϕ2ΙΒ ϕ (π) ασ m ! 1. Τακινγ λιmιτσ ιν (14), υσινγ τηε χοντινυιτψ οφ ≅ι
σηοωσ τηατ ι (π) = 0 ιφ ≅ι (0; ει)  π ανδ σατισεσ
≅ι

Βι (π)
π
; ει  Βι (π)

= π (15)
οτηερωισε. Σινχε σηαρε φυνχτιονσ συm το ονε,
Π
ϕ2ΙΒ ϕ (π) = 1. Τογετηερ
ωιτη (15), τηισ υνιθυελψ δενεσ Β ανδ ι (π) φορ ι 2 Ι
Β, ωηιχη ιν τυρν σηοωσ
τηεσε αρε τηε λιmιτσ οφ τηε σεθυενχεσ φΒmγ ανδ φσmι (Β
m; π)γ ρεσπεχτιϖελψ.
Ιτ φολλοωσ φροm (15) τηατ, ιφ ξι δενοτεσ τηε χοmπετιτιϖε δεmανδ οφ βυψερσ οφ
τψπε ι ατ πριχε π, ωε ηαϖε Βι (π) = πξι. Wριτινγ D
m (π) = Βm=π φορ τηε
στρατεγιχ δεmανδ οφ βυψερσ ατ πριχε π, ωε ηαϖε
Dm (π) =
Βm
π
Ξ
ϕ2ΙΒ
σmϕ (Β
m; π)!
Β
π
Ξ
ϕ2ΙΒ
ϕ (π) = D (π) ,
ωηερε D (π) =
Π
ϕ2ΙΒ ξϕ ισ τηε χοmπετιτιϖε δεmανδ ατ πριχε π. Υνδερ
βινορmαλιτψ ανδ Ασσυmπτιονσ Α1 ανδ Α2, Dm ανδ D αρε χοντινυουσ ανδ
στριχτλψ δεχρεασινγ, σο ωε χαν ινϖερτ τηεσε φυνχτιονσ το δεδυχε ποιντωισε
χονϖεργενχε οφ ινϖερσε δεmανδ. Wε χαν εξτενδ τηισ το υνιφορm χονϖεργενχε
ον χοmπαχτ σετσ βψ σηοωινγ τηατ χονϖεργενχε ισ mονοτονε ανδ αππλψινγ
Dινισ τηεορεm.
Wε χαν προϖε τηατ χονϖεργενχε ισ mονοτονε βψ ρστ σηοωινγ τηατ σmι (Β; π)
ισ νον−δεχρεασινγ ιν m. Νοτε τηατ α ρισε ιν  ινχρεασεσ Β=π ανδ δεχρεασεσ
ει Β ανδ βινορmαλιτψ ιmπλιεσ τηατ τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ (14) ισ δεχρεασινγ
ιν , ωηερεασ τηε ριγητ ηανδ σιδε οφ (14) ισ ινχρεασινγ ιν . Φυρτηερmορε,
α ρισε ιν m δεχρεασεσ τηε ριγητ ηανδ σιδε οφ (14) ανδ τηερεφορε τηε σολυ−
τιον το (14) ινχρεασεσ. Ηενχε, σmι (Β; π) < σ
m+1
ι (Β; π) ιφ ≅ι (0; ει) > π ανδ
σmι (Β; π) = σ
m+1
ι (Β; π) = 0 ιφ ≅ι (0; ει)  π. Ιτ φολλοωσ τηατΞ
ϕ2ΙΒ
σm+1ϕ (Β
m; π) 
Ξ
ϕ2ΙΒ
σmϕ (Β
m; π) = 1.
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Σινχε ιτ φολλοωσ φροm τηε αργυmεντ ιν [6] τηατ
Π
ϕ2ΙΒ σ
m+1
ϕ (Β; π) ισ δεχρεασινγ
ιν Β ωηερε ποσιτιϖε ανδ ισ εθυαλ το 1 ατ Β = Βm+1, ωε δεδυχε τηατ Βm+1 
Βm ανδ τηερεφορε Dm+1 (π)  Dm (π). Βψ ινϖερτινγ τηεσε φυνχτιονσ ωε χαν
χονχλυδε τηατ ινϖερσε δεmανδ φυνχτιονσ αρε αλσο ορδερεδ βψ m.
Προοφ οφ Τηεορεm 4.2. Τηε σεθυενχε
ν
∼Βm
ο1
m= m
σατισεσ 0  ∼Βm Π
ϕ2ΙΒ εϕ φορ αλλm  m, ωηιχη mεανσ τηατ ιτ ωιλλ ηαϖε ατ λεαστ ονε αχχυmυλα−
τιον ποιντ, ωηιχη ωε ωριτε ∼Β. Χοντινυιτψ οφ Ξ (Προποσιτιον 3.3) ιmπλιεσ τηατ
Ξ

∼Βm

! Ξ

∼Β

ασm!1. Φυρτηερmορε, τηε σεθυενχε
ν
Ξ

∼Βm
ο1
m= m
ισ χονταινεδ ιν α χοmπαχτ σετ, σο ωε mαψ εξπλοιτ υνιφορmιτψ οφ χονϖεργενχε
φροm Λεmmα 4.1 το δεδυχε τηατ πΒm

Ξ

∼Βm

! π

Ξ

∼Β

. Αππλψινγ
τηισ το (7) σηοωσ τηατ ∼Β = φ

Ξ

∼Β

, ωηερε φ ισ τηε ρεϖενυε φυνχτιον
φ (Ξ) = Ξπ (Ξ). Ιτ φολλοωσ τηατ ∼Β ισ τηε αγγρεγατε ρεϖενυε ιν α συβ−
γαmε περφεχτ εθυιλιβριυm οφ Γ . Wε ηαϖε νοτεδ τηατ τηε ασσυmπτιονσ οφ
τηε τηεορεm ιmπλψ τηατ π σατισεσ Ασσυmπτιον Α2, ωηιχη mεανσ ωε χαν
αππλψ Τηεορεm 3.4 το δεδυχε τηατ ∼Β ισ υνιθυε. Τηισ σηοωσ τηατ ∼Βm ! ∼Β
ασ m ! 1 ανδ τηατ ∼Β ισ τηε εθυιλιβριυm αγγρεγατε ρεϖενυε ιν τηε mαρκετ
σηαρε γαmε.
Χοντινυιτψ οφ Ξ αλλοωσ υσ το δεδυχε τηατ ∼Ξm, τηε αγγρεγατε ουτπυτ
ιν τηισ σεθυενχε οφ εθυιλιβρια, χονϖεργεσ το ∼Ξ, τηε αγγρεγατε ουτπυτ ιν τηε
εθυιλιβριυm οφ τηε mαρκετ σηαρε γαmε: ∼Ξm = Ξ

∼Βm

! Ξ

∼Β

= ∼Ξ ασ
m!1. Τηισ αλσο ιmπλιεσ τηατ στρατεγιχ πριχε ∼πm χονϖεργεσ το ∼π = π

∼Ξ

ιν τηε σαmε λιmιτ.
Εξαmινινγ τηε παψο¤σ οφ σελλερσ φορ α γιϖεν αγγρεγατε βιδ Β ιν (1) σηοωσ
τηατ σελλερσ ιν Εm χαν βε ϖιεωεδ ασ χοmπετινγ ιν α χοντεστ ωιτη πριζε ∼Βm.
Wε χαν υσε τηε αναλψσισ ιν Συβσεχτιον 3.1 το δεδυχε τηατ τηε εθυιλιβριυm
ουτπυτ οφ σελλερ ι ισ ∼ξmι =
∼Ξmσι

∼Ξm; ∼Βm

, ωηερε σι ισ τηε σηαρε φυνχτιον οφ
σελλερ ι. Χοντινυιτψ οφ σι (Λεmmα 3.1) ιmπλιεσ τηατ ∼ξ
m
ι !
∼Ξσι

∼Ξ; ∼Β

= ∼ξι,
τηε ουτπυτ οφ σελλερ ι ον τηε εθυιλιβριυm πατη οφ Γ .
Ιφ βυψερσ οφ τψπε ι βιδ ∼βmι ιν τηε νον−αυταρκιχ εθυιλιβριυm οφ Ε
m, τηεν
υι
 
∼βmι
∼Ξm
∼Βm
; ει   ∼β
m
ι
!
 υι
 
mβι ∼Ξ
m
m ∼Βm   ∼βmι + βι
; ει   βι
!
φορ αλλ βι 2 [0; ει]. Σινχε ∼β
m
ι 2 [0; ει] φορ αλλ m  m, τηε σεθυενχε
ν
∼βmι
ο1
m=m
ηασ α συβσεθυενχε χονϖεργεντ το ∼βι, σαψ. Τακινγ τηε λιmιτ ιν τηισ ινεθυαλιτψ
γιϖεσ
υι
 
∼βι
∼π
; ει   ∼βι
!
 υι

βι
∼π
; ει   βι

,
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φορ αλλ βι 2 [0; ει]. Τηισ σαψσ τηατ ∼βι=∼π ισ τηε εξπενδιτυρε ον τηε χονσυmπτιον
γοοδ οφ α πριχε−τακινγ χονσυmερ ωιτη υτιλιτψ φυνχτιον υι ανδ φαχινγ πριχε ∼π.
Σινχε τηισ mακεσ ∼βι υνιθυε, ωε χονχλυδε τηατ ∼β
m
ι !
∼βι ασ m!1.
Wε νοω τυρν το τηε προοφ οφ Προποσιτιον 5.3. Τηε προοφ υσεσ τηε φολλοω−
ινγ λεmmα.
Λεmmα Α.1 Συπποσε τηατ Ασσυmπτιον Α1 ηολδσ, χοmπετιτιϖε δεmανδ ισ
δι¤ερεντιαβλε ωηερε ποσιτιϖε ανδ τηερε ισ αν εθυιλιβριυm οφ ΓΧ ωιτη αγγρεγατε
συππλψ ∼ΞΧ, τηεν
Ρ  []φ

∼ΞΧ

ανδ 

∼ΞΧ

> [<]1) Ξ (Ρ) < [>] ∼ΞΧ, (16)
ωηερε φ (Ξ) = Ξπ (Ξ).
Προοφ. Συπποσε Ρ;Ξ > 0 σατισφψ Ρ  Ξπ (Ξ) ανδ  (Ξ) > 1. Ιτ φολλοωσ
φροm (4) ανδ (9) τηατ Λ (ι; Ξ;Ρ)  Λ
Χ (ι; Ξ) ωιτη στριχτ ινεθυαλιτψ υνλεσσ
ι = 0 ανδ Ρ = Ξπ (Ξ). Σινχε τηε ριγητ−ηανδ σιδεσ οφ τηε ρστ−ορδερ
χονδιτιονσ (mαργιναλ χοστσ) αρε ιδεντιχαλ ιν βοτη γαmεσ, ωε χαν δεδυχε τηατ
σι(Ξ;Ρ)  σ
Χ
ι (Ξ) φορ αλλ Ξ 2 Ξ ανδ τηε ινεθυαλιτψ ισ στριχτ ιφ σ
Χ
ι (Ξ) > 0 ορ
Ρ < Ξπ (Ξ). Τηισ ισ ιλλυστρατεδ ιν Φιγυρε 2, ωηιχη δισπλαψσ τηε χονστρυχτιον
οφ τηεσε φυνχτιονσ ιν τηε γαmεσ Γ (Ρ) ανδ ΓΧ.
Wε χαν αππλψ τηισ δεδυχτιον το α χοmπαρισον οφ εθυιλιβρια ιν ΓΧ ανδ
Γ (Ρ), σο συπποσε ΓΧ ηασ αν εθυιλιβριυm ωιτη αγγρεγατε συππλψ ∼ΞΧ. Ιφ
Ρ  ∼ΞΧπ

∼ΞΧ

ανδ 

∼ΞΧ

> 1, ωε χαν συm ουρ ρεσυλτ οϖερ αλλ σελλερσ το
οβταιν Ξ
ϕ2ΙΣ
σϕ( ∼Ξ
Χ;Ρ) <
Ξ
ϕ2ΙΣ
σΧϕ ( ∼Ξ
Χ) = 1.
Σινχε
Π
ϕ2ΙΣ σϕ(Ξ;Ρ) ισ χοντινυουσ ανδ στριχτλψ δεχρεασινγ ιν Ξ ωηερε ποσ−
ιτιϖε, ανδ
Π
ϕ2ΙΣ σϕ(Ξ (Ρ);Ρ) = 1, ωε χαν δεδυχε τηατ Ξ (Ρ) <
∼ΞΧ.
Τηε προοφ ωηεν τηε ινεθυαλιτιεσ αρε ρεϖερσεδ ισ σιmιλαρ.
Προοφ οφ Προποσιτιον 5.3. Wε χονσιδερ τηε χασε ιν ωηιχη τηε ασσυmπτιονσ
οφ τηε προποσιτιον ηολδ ανδ 

∼ΞΧ

> 1. Αππλψινγ Λεmmα Α.1 ωιτη Ρ =
φ

∼ΞΧ

αλλοωσ υσ το δεδυχε τηατ Ξ

φ

∼ΞΧ

< ∼ΞΧ ανδ τηερεφορε
Ξ

φ

∼ΞΧ

φ

∼ΞΧ
 < ∼ΞΧ
φ

∼ΞΧ
 = 1
π

∼ΞΧ
 . (17)
Νοω, υσινγ ∼Ξ το δενοτε τηε αγγρεγατε ουτπυτ ιν τηε νον−νυλλ εθυιλιβριυm οφ
Γ  ανδ πυττινγ ∼Ρ = φ

∼Ξ

, ωε ηαϖε
1
π

Ξ

∼Ρ
 = Ξ

∼Ρ

φ

Ξ

∼Ρ
 = Ξ

∼Ρ

∼Ρ
. (18)
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Φιγυρε 2: Χοmπαρινγ σηαρε φυνχτιονσ ιν Χουρνοτ χοmπετιτιον (δασηεδ) ανδ
τηε mαρκετ−σηαρε γαmε (σολιδ) ωηεν Ρ  Ξπ(Ξ) ανδ (Ξ) > 1.
Wε ωιλλ προϖε τηατ ∼Ξ < ∼ΞΧ βψ χοντραδιχτιον, σο νοτε τηατ ιφ ωε ηαδ ∼Ξ =
Ξ

∼Ρ

 ∼ΞΧ, τηε φαχτ τηατ δεmανδ ισ δεχρεασινγ βψ Ασσυmπτιον Α2 ωουλδ
ιmπλψ τηατ τηε ριγητ−ηανδ σιδε οφ (17) ωουλδ νοτ εξχεεδ τηε λεφτ−ηανδ σιδε
οφ (18). Βυτ τηισ ιmπλιεσ
Ξ

φ

∼ΞΧ

φ

∼ΞΧ
 < Ξ

∼Ρ

∼Ρ
ανδ τηε φαχτ τηατ Ξ (Ρ) =Ρ ισ νον−ινχρεασινγ (Προποσιτιον 3.3) ιmπλιεσ φ

∼ΞΧ

>
∼Ρ. Α φυρτηερ αππλιχατιον οφ Λεmmα Α.1 ωουλδ ψιελδ Ξ ( ∼Ρ) < ∼ΞΧ, τηε
χλαιmεδ χοντραδιχτιον. Α σιmιλαρ αργυmεντ αλλοωσ υσ το δεδυχε τηατ ( ∼ΞΧ) <
1 ιmπλιεσ ∼Ξ = Ξ ( ∼Ρ) > ∼ΞΧ.
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